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ECUACIONESDIFERENCIALESLINEALES

Estudiaremos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes ag xX™ + gy X" +
Si ag#+ 0 decimosqueesdeorden n.

vt @nx=f(1)
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Lafuncién f(t) sellamaentrada o accion externa.
Si f(t)=0 laecuacién sellamahomogénea.
Usando e operador lineal  £(x) = agx™ +a; X"V + ...+ a,x laecuacion se escribe sencillamente £(x) = f(t).

Ejemplo 1

Consideremoslaecuacion de primer orden X'+ x=t.
a x(t)=t—1+ke 'essolucion paracadavalorde k pues x'(t)+xt)=(1-ke ) +t-1+ke H=t
b) Si imponemoslacondicioninicia x(0) =0 lasoluciones x(t)=t—1+e¢7t.

Algunos sistemas fisicos se modelan con ecuaciones de este tipo en cuyo caso  £(x) = f(t) simulamateméticamente
el sistemafisicoy f(t) eslaaccion externa sobre el sistema. Veamos dos ejemplos sencillos.

Ejemplo 2

Considere un circuito en serie L R con unvoltgje de entrada V(t) . Por lasleyes de laelectricidad |a corriente generada
i(t) verificalaecuacion deprimer orden Li '+ Ri=V(t). Lassolucionesrepresentan las posibles corrientes en el
circuito y unade ellas se individualiza dando la corriente inicial  i(0) .

Ejemplo 3

Un sistema mecanico consiste en una masa colgante m que estd unida a un resorte de constante k y se gjerce
sobre la masa unafuerza vertical f(t) como muestrael esquema. No hay rocey e movimiento es vertical.
Laposicion delamasa x desde una posicion de equlibrio verificala ecuacion de segundo orden mx" + kx = f(t).
Si se conocen laposicion x(0) yvelocidad x'(0) iniciales la solucion representa el movimientode lamasa x(t).

| & |
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Demostraremos primero que estas ecuaciones tienen infinitas solucionesy que, imponiendo condicionesiniciales,
se puede especificar la solucién de interés. Luego veremos métodos para encontrar |as soluciones.

Teoremal “Existenciay unicidad”

Sea agX™ +a; X" D 4+ ..+a,x=f(t) unaecuacion diferencial linea de orden n con coeficientes constantes,
reales o complejos, tg untiempoinicial y Xo, Xo', .., 0™ n condicionesiniciales.

Si f(t) esunafuncion seccionalmente continuaen el intervalo (o, B) y a <tg< B entonces existe una Unica solucién
X(t) delaecuacién definidaen todo el intervalo (@, ) conlasprimeras n— 1 derivadas continuasy laderivada n
seccionalmente continua que verifica las condicionesiniciales X(tg) = Xg, X' (tg) = Xg', ... X" D(tg) = x™ V.

S f(t) escontinuaentonces x(t) tiene n derivadas continuas.

S f(t) tiene k derivadas continuas entonces x(t) tiene n+ k derivadas continuas.

Demostracion
Dividiendo por ag suponemos que la ecuacén es monica:
Ordenl x'+ax=f(), x(to)=xo.

1) Buscamos primero las soluciones de la ecuacion homogénea x'+ax=0 .

Separando variables se tiene dTX =-adt eintegrandoqueda x(t)=ce ' donde c esunaconstante.

Reemplazandola en la ecuacion se comprueba que es solucion para cada constante ¢ real o compleja. Veamos
que son todas. En efecto, si x31(t) es una solucion entonces lafuncion  x;(t) e 2! tiene derivada nula pues

A e?)=x1 (e +axi() e =(x' () +axy(t))e? =0
Por el teoremadel valor medio del célculo, esconstante: x;(t) e2' =k yentonces x;(t)=ke 2.

2) Buscamos una solucion particular de la no homogénea.
Proponemos una solucion de laforma xp(t) = c(t) e~ 2! y lareemplazamos en la ecuacion

c'(te 3 — act)e ' +ac(t) e 3t = f(t)

Simplificando y despejando obtenemos  ¢'(t) =e3! f(t) y entonces c(t)=£e’“ f(ndr

Luego unasolucion particular es Xp(t) = (j: e?" f(1) dr) e 2t yverifica Xp(t)) =0.

Si f(t) esseccionalmente continua, entonces c(t) escontinuay , por el teoremafundamental del calculo,
en cada punto de continuidad de f(t) tiene derivada c'(t) = ¢3! f(t) . Luego x(t) escontinuacon
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derivada seccionalmente continua, con saltos justamente en los saltosde f (t).
S f(t) escontinua, c(t) tiene derivada continua, y por ello x(t) tiene derivada continua.
Si f(t) tiene k derivadas continuas, c(t) tiene n+ k derivadas continuasy x(t) también.

3) Lasuma X(t) = xy(t) + k e 2" esotra solucién de la ecuacion no homogéneacon X(to) = ke~ 2%
Elegiendo k= Xxpe?% queda X(tp) = Xo Y obtenemos una solucién en las condiciones del enunciado.

4) EsUnicapues, s X(t) y Xo(t) sondossoluciones, laresta X(t) = X(t) — Xo(t) es soluciéndela
homogénea x'+ax=0 queverifica X(tp)=0.Luego x(t)=ke 2! ynecesariamente k=0.
Por lo tanto xq(t) = Xo(t) .
Orden 2 X"+ X'+ax=ft) y Xtp) =X X' (tg) =Xo'
Reduccimos el orden de la ecuacién introduciendo lavariable y=x"'+ 8X:
Y +BLYy=X"+BX"+ L1 (X'+ BX)=X"+(B+ L) X'+ B P1X
Elegimoslosnimeros By 1 paraque B+ pB1 =a; Yy BB1=a,.Estesistemanosllevaalaecuacion
ﬁz - ﬁ +ap = 0
Elegidaunaraiz 8 determinamos B; mediante B8, =a; — 8. Entonces y verifica
y'+p1y="f1) , ¥to)= X"+ 8 X
Por el caso 1, hay una Gnicasolucion y(t) en las condiciones especificadas. Para x quedalaecuacion
X'+ Bx=yt) , Xto) =X

gue nuevamente tiene solucion. Esta es la solucién de la ecuacion original pues, derivando queda

X"+ BX' =y O)=—FryO)+fM) =—(@-B X'+ BX)+ f(1) = x" +ax +ax =f()

y X(to) = Xo, X'(to) =—BX(to) + Y(to) =—BXo+ X'+ BXo=Xo" .

Aplicando el caso 1 obtenemos:

s f(t) esseccionamente continua, y(t) escontinuay tiene derivada seccionalmente continua, y entonces x(t)
tiene derivada continuay derivada segunda secciona mente continua;

s f(t) escontinua, y(t) tienederivada continua, y entonces x(t) tiene derivada segunda continua;

s f(t) tiene k derivadas continuas, y(t) tiene k+ 1 derivadas continuasy x(t) tiene k+ 2 derivadas continuas.
Unicidad

Si x(t) eslaresta de dos soluciones verificala ecuacion homogénea con condicionesiniciales nulas.
Por lotanto la y(t) correspondiente es nulay por ende x(t) esnula
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Ordenn XV 4 a XD 4 ranx=T(X) Y X(to) = Xoy ..., XOD(tg) = D

Hacemos induccion siguiendo los lineamientos del caso anterior.
Bajamos el orden introduciendo lanuevavariable y=x"+ X

YO 4+ B YD o B Y =X = XD 4 By (XD — X)L+ Broa(X = BX)
= X4 (B+B)X" V4 (BB + L)X +(B B2 + Bn-1) X'+ B fn-1 X

Elegimos g, i1, ..., Bn-1 tllesque B+ pr=a1,BP1+P2=a., BPn2+Pn-1=8-1Y BPn-1=2n
Este sistemanos|levaa laecuacion

B -a frt+a -+ (D) e S+ (-D"ay =0

Eligiendounaraiz 8 determinamositerativamente Bi=a;— 8, fo=a -1 B, ..y Bro1=an-1— Bn2B.
Con esta eleccién laincognita y verificalasiguiente ecuacion deorden n—1

YO 4 By D 4 4 B y= (M), Yt = X'+ BXo s e Y (to) = XD + B %02

Por hipétesisinductiva hay una tnica solucion y(t) en las condiciones especificadas en el enunciado y x verifica
la ecuacion de primer orden
QX +ax=yl , Xto) =X

gue nuevamente tiene solucion. Derivando n— 1 veces se comprueba como en el caso anterior que eslasolucion dela
ecuacion original y que verificalas condicionesiniciales.

Si f(t) esseccionalmente continua, lasolucion y(t), por hipétesisinductiva, tiene lasprimeras n— 2 derivadas
continuasy laderivada n— 1 seccionalmente continua. Entonces x(t) tienelasprimeras n— 1 derivadas
continuasy la derivada n seccionalmente continua.

Si f(t) escontinua, lasolucion y(t), por hipétesisinductiva, tiene las primeras n— 1 derivadas continuas, y
entonces x(t) tiene n derivadas continuas.

Si f(t) tiene k derivadas continuas, lasolucion y(t), por hipoétesisinductiva, tienelasprimeras n— 1+ k derivadas

continuas y entonces x(t) tiene n+k derivadas continuas.

Para la unicidad, consideramos la resta de dos soluciones, que es una solucion de la ecuacion homogénea con condiciones
iniciales nulas. Por la hipdtesisinductiva, la y(t) correspondiente es nulay por ende x(t) es nula

g.ed.
Ejercicio

Resolver |as siguientes ecuaciones utilizando € método de la demostracion del teorema para orden 1



6 | Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb

Ltx'+x=sent, 2. tx'+x=cost, 3 tx'+x:—%,x(1):c, 4. X'+tx=0.

1
1-cost k sent k c-Int g
Rt%:{%-f‘?,T'f'?, t ,k@ Zt}

Primeras consecuencias del teorema.
1. Sobre la ecuacién homogénea

Cada solucion de la ecuaci 6n homogeénea tiene infinitas derivadas pues  f(t) =0 tieneinfinitas derivadas.
Por lalinealidad del operador diferencial £(X) forman un espacio vectorial.
Demostraremos que hay unabase con n solucionesy por lo tanto tiene dimensién n.
Sea 1=(1, ..,0,e=(0,10, ..,0, ...,e,=(0, .,0,1) labasecanénicade R".
Paralas condicionesinicialesen tg=0 : (xo, Xo', o xo““l)) = g , por € teoremaanterior, hay unaunica
solucion y;i(t). Tenemosasi n soluciones yi(t), Yo»(t) , ..., Yn(t) delaecuacion homogénea.
Veamos que forman una base.
a) Sonlinealmente independientes, pues si una combinacion lineal eslasolucion nula ;¢ yi(H) =0
evaluando en O las derivadas sucesivas en obtenemos sucesivamente ¢; =C,=...=¢,=0.
b) Veamos que generan todas las soluciones.
Sea x(t) unasolucién de la ecuacion homogéneay consideremos sus condicionesiniciales

XO = X(0)5 XOI = XI (0), oy Xo(n_l) = X(n—l)(o)

Lafuncion y(t) = X Ya(t) + Xo' Yo(b) + ... +%™ Y yu(t) es solucion de lahomogéneay cumple las mismas
condicionesiniciales que x(t); luego por launicidad de la solucién, deben coincidir: x(t) = y(t) .

Si uy(t), ....un(t) esunabase de soluciones de la ecuacion homogénea, una solucion es  X(t) = ¢; Uy (t) + ... + C, Un(t)
y derivandola n— 1 veces obtenemos

Cp Ug () + ... + Cn Up(t) = X(1) Uy (t) u () .. Un(t) c X(t)
CoUp (D) +...+Chuy' (1) =X"(b) 5 up'@®  w'@® ... u' (@ C | X" (t)
cu ™ D) + ..+ u ™D (t) = XDt u™Ve) ™Y L U™ e x=D(t)

Definimos e Wronskianode uj, .., Uy comolamatriz nx n cuyasfilas son las derivadas sucesivas
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ug(t) () .. Un(t)
u'@ w'® ... u @
W, wu =) T
u™ D) w™D L ™D
Fijado ty ycondicionesiniciades Xg, Xo', ..., Xo™Y, por el teorema existe una tinica solucion que |as verifica

G X(to)
W(uq, .., Up) (to)[ ]:[ ]
Cn X" D(to)

y entonces € Wronskiano W(uy, .., Up) (tp) esinvertible, o equivalentemente, det W(uy, .., Up) (to) £0 .

2. Sobre la ecuacion no homogénea.

Si Xp(t) esunasolucion particular delaecuacion L(x) = f (t) y uy(t), .., Uy(t) esunabasede
soluciones de la ecuacion homogénea £(x) = 0 todaslas solucionesde £(x) = f (t) estan dadas por

X(t) = Xp(t) + XL, Ci Ui(t)
y dependen de n parametros c;, .., ¢, que se pueden determinar con n condicionesiniciales.

En efecto: sea x,(t) otrasolucion: £(x;) = f (). Restando L(x) = f y L(xp) = f resulta
LX) = L(Xp) = L(x1 - Xp) = 0 yentonces Xo(t) = X1(t) — X(t) es solucion de la homogénea.
Como sevio en € apartado 1, n condicionesiniciales determinan una Unica solucién de la homogénea.

3. Sobrela ecuacion real y entrada compleja.

Sea L(x) =F(t) unaecuacion con coeficientesrealesy F(t) = fi(t) +i fo(t) unaentrada compleja.
Si X(t) = x1(t) + i X2(t) esunasolucién compleja

LX) +i %(t) = L(x1(1) + i Lxa(t) = f1(t) + i fo(1)
igualando la parte real y complegjaobtenemos L(x;(1)) = fi(t) y L)) = fa(t).

En particular, si X(t) = x1(t) + i Xx(t) esunasolucion de la ecuacion homogénea £(X) =0,
laparterea y laparteimaginariatambiénloson  L(x1(t)) = L(X(t)) = 0.
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Ejemplol Esclaroque x" + 4x = O tienelasolucion complgja ¢?'t = cos2t + i sen2t
y entonces cos2t y sen2t son dos solucionesreales.

Ejemplo2 Comprobar que X"+ 2x'+2x=0 tienelasolucion 1)t = ¢t cost +ie tsent
y entonces e~tcost y e 'sent son dos solucionesreales.

Ejemplo3 x'+ x =e'! tienelasolucion %e“ = %(cost+sent) +i %(sent—cost)

Por lo tanto %(cost+sent) essoluciébnde x'+ x =cost 'y

1 . . '
E(sent—cost) essolucionde x'+ x=sent .

En las dos secciones siguientes estudiaremos métodos practicos para hallar las soluciones.

Base de soluciones exponenciales de la ecuacion homogénea

Para encontrar una base explicita de soluciones de la ecuacion homogénea usamos €l método de Euler,
que consiste en buscar soluciones de tipo exponencial  x(t) = et .

Le')=(aA"+a A"+ +a, 1A+ ay)et'=0
Luego e*! essolucionsi € exponente A esraiz de lallamada " ecuacion caracteristica’
cd) = agA"+ay A"+ L+ a1 A+ a,=0
Caso 1 Tresraicesdistintas A4, A5, A3, reales o complgjas.
Veamos que las soluciones e’t!, et ¢! forman unabase paralo cual bastaver que son
linealmente independientes pues el espacio vectoria de solucionestiene dimensién 3. Sea
areMt + apetet + aze®dt =0
cuyaderivada es ar et + apdp et + agdgetst = 0
ysuderivadasegunda 1A% eMt + an A2 et + azdge’st = 0

Evaluandoen t=0 obtenemos tres ecuaciones lineales homogéneas con tres incognitas

a1 + a2 + az= 0
a1 A+ as Ao+ a/3/\3 =0

(1’1A12+ 61/2/\22+ (Z3A3Z= 0

cuyo determinante es un determinante de Vandermonde
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1 1 1
det| &1 A2 A3 [=(A2-2)A3-2)(A3-22) %0
A2 A% A2

por lo tanto la Unica solucion del sistemaeslatrivia: a; =a, =a3=0.

Ejemplol x"+6x"+11x'+6x=0 tienelasraicescaracteristicasreaes -1, -2 , -3.
Luego todas sus solucionesson  Xy(tH) = a1 et + aze ?! + aze 3t

Ejemplo2 x™+x"+x'+x=0 tienelasraicescaracteristicas—1,i y -i .
Unabase de solucioneses e !, e't, e 't yunabaserea es ¢!, cost, sent .
Todas las solucionesson  xg(t) = a; e~ + a, cost + az sent .

Laqueverifica x(0)=-1, x'(0)=1, x"(0)=0 es xo(t)=—%e“— %cost+ %sent

Ejemplo3 Consideremoslaecuacion X" +2x"+x'+x=0
Resolvemos|a ecuacion caracteristica en forma numérica

NSoIve[u3+2u2+u+1==0, u]

{{u—> —1.75488}, {u » —0.122561 — 0.744862 i}, {u —» —0.122561 + 0.744862 i}}

L as soluciones aproximadas de la ecuacion homogénea son
Xn(t) = a1 e 170 + 05 e70121 c0s0.74t + a3 €012 sen 0.74 t
Encontramos numéricamente y graficamos la solucién que cumple las condicionesiniciales

x(0=0, xX'0=0, x"0=1
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s = NDSol ve [
{X""U[t]+2x" T [t]+x"[t]+Xx[t] ==0, x[0] =0, x"' [0] =0, x"' [0] =1}, x, {t,
Pl ot [Eval uate[x[t] /. s1, {t, 0, 30}]

04l
02}
/\ L L LT Ty
10 15 20 ~—2% 30
—02]

Para estudiar €l caso de raices repetidas usamos | os siguientes desarroll os.
Lastres primeras derivadas de lafuncion  p(t) e®' son

(pe™'=(p'+ape
(P e®)"=(p"+2a p'+a®p) e
(P e®™ = (p"+3p"a+3p'a?+ pa)e

Aplicando el operador £(X) =apx™ +a; X"+ ap X'+ azg X y acomodando términos se tiene

Lphe®)={ag[p"+3p"a+3pa®+pa®|+ ap"+2ap +a’p|+aylp'+apl+agpje
= {aop"+ Baga+ay p"+ (3apa®+2aa+ay)p'+(aa+aa’+aa+ag)ple!

= {Si!c'"(a)p + Zi!c"(a) p"+li!c'(a) p'+ &C(a)p}eat

Hemos obtenido la féormula

1
2!

LM ey ={ 5" @ PO+ 5C"@ PO+ 3@ PO+ 5 ) PO} e

o

Caso 2 Laecuacion caracteristicatiene unaraiz doble A; = A, yunasimple A3 .

Luego cd)=c'(A1)=0 y ¢" (A1) =0 y por laférmulaanterior se deduce que tanto e™1' como te?s!
son soluciones de la ecuacion homogénea. Entonces tenemos las tres soluciones et te’s!, e’s! yson
linealmente independientes puessi a; e+ artet! + azetst =0

multiplicando por =t queda a1+ axt=—azett donde u=2A3-2;%0.

Derivando 2 veces obtenemos 0= —a3pu? et locua implica a3=0. Luego aje™i+apter!=0
yevaluandoen t=0 seobtiene ;=0 yqueda aptes!=0 locua implica a,=0.

Ejemplo 4

Lasraices caracteristicaspara x"+7x"+16x'+12x=0 son -2 dobley -3 simple.

0, 30}1;
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NSol ve [u® +7u? + 16 u+12 = 0, u]

{{lu-> -3}, {fu-> -2}, {u->-2}}

Las soluciones de la ecuacion homogéneason Xo(t) = (a1 + azt) e 2t + a3 ¢3!
Lasolucion que verifica x(0)=0, x'(0)=0, x"(0)=1 es —e 2t +te 2! +e73t,
Lasgréficas cercade 0 y en unintervalo mas amplio son las siguientes.

gl=Plot[e® -e?' +te?", {t, 0, 0.5}];
g2=Plot[e® -e? +te?, {t, 0, 5}];
Graphi csGid[{{gl, g2}}]

0.04 0.05
0.03 0.04
0.03
0.02
0.02
0.01 001
01 02 03 04 05 1 2 3 4 5

En el primer gréfico se aprecialasuavidad cercade 0 y ello por ser laderivada nula

Caso 3 Laecuacion caracteristicatiene unaUnicaraiz triple 1, =1, =23 .

Entonces c(Q;)=c'(A1)=¢c"(A1)=0 y ¢c" (A1) #0 y porlaférmulaanterior seve que

et teMl y t2 M1t son soluciones de la ecuacion. Son lineal mente independientes pues si
aret +artetit 4 agt? eMt =0, multiplicandopor et queda o1 +axt+a3zt?=0 locual
obligaaque @y = ay = a3 = 0. Luego todas las solucionesson  X(t) = a1 et + antest + agt? el

Ejemplo Laecuacion x"+3x"+3x'+x=0 tienea —1 comoraiz caracteristicatriple.
Luego todas las solucionesson x(t) =ay et +aste ™t + ast? et
Encontramos numéricamente la solucién que cumple x(0)=x'(0)=0, x"(0)=1 y la graficamos.
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sl =NDSolve [{x"""[t]+3x""[t]+3x"[t]+x[t] ==0, x[0] ==0, x'[0] =0,
x''[0] =1}, x, {t, 0, 10}7;
Pl ot [Eval uate[x[t] /. s1], {t, O, 10}]

0.25F
0.20F
0.15f
0.10f
0.05F

Ecuacion general

Para una ecuacién de orden n se generalizan en formanatural los resultados anteriores.
Setiene laférmulagenera

LW e = {Teo i <M@) PUO f e

S A esunaraiz caracteristicade multiplicidad k= 1, entonces c(Q) =c¢'(A) =..=c*DQ)=0;

s ademés p(t) esun polinomiodegrado <k-1 entonces p™(t)=0 para h=k yporla

formula L(pt)e®)=0.Luego t"e*', 0 <r <k -1, sonsolucionesde laecuacion homogénea
Comohay n raices caracteristicas contadas con su multiplicidad, hay n solucionesde laforma t" et .
El siguiente lema prueba que estas funciones son linealmente independientes y entonces forman una base.

Lema Sean a1, ., @y numerosdistintos, reales o complgjos. Si pi(t), .., pr(t) son polinomiostales que
pie®t+ ..+ pt)e® =0 entonces py(t)=....=p/(t)=0.
Demostracion
Induccionsobre r. Si r=1 setiene pi(t)e®'=0 locua obligaa pi(t)=0 pueslaexponencial nuncaes cero.
Supongamosquevaehasta r—1 ysea pit)e®t+ pat)e®!.. . +pt)e®t=0  Multiplicando por e —:!
y haciendo A =aj — a3 #0 queda
pi() + paty et .+ p(H)ett=0

Si pu(t)=0 por hipétesisinductiva po(t) =.....= p,(t) = 0.
Si fuera py(t) # O llegaremosaunacontradiccion. Si sugradoes k—1 derivamoslaigualdad k veces obteniendo

Ta(p2()) €2t ... + T(pr(1) et =0
donde



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb | 13

Ti(pi®) = () + ( :) pEDO+ e +( k'f 1) PO+ piH 4

es unatransformacion lineal T; : P[t] —» P[t] con nlcleo nulo pues A; esno nulo.
Por hipétesisinductiva Ti(pi(t)) =0 y por lotanto pj(t)=0 para i=2, ..., r.
Luegoqueda pi(t)e®'=0 ypor r=1es py(t) =0 locua noescierto.
g.ed.

Teorema?2 Sea apX™ +ay X" + ...+ a,x=0 unaecuacién homogéneade orden n. Si laecuacion
caracteristicatienelasraices 1, ..., Ag distintas con multiplicidades respectivas ki, ..., ks: k3 + ...+ ks=n
entonces unabase de solucioneses  t'e%! : O<r<k;, i=1, .,s.

Ejercicio

Considerelaecuacion x"+2x'+2x=0.

a) Halle la solucién que verifica x(0)=0, x'(0)=1

b) Halle la solucion que verifica x(r) =0, X' (n) =1

¢) ¢ Puede hallar una solucién que verifiqgue x(0)=1, x'(n)=07?
¢, Puede hallar una solucién que verifique x(0)=1, Xx(n)=07?

Muestre las gréficas de cada solucion obtenida.

Ejercicio

Considere d circuitoen serie RLC con C= % F,L=1H, R=3Q y V({)=0.
a) Inicialmente no hay corriente'y el capacitor tiene €l voltaje ve(0)=1V.
Verifique quelacorrientees i(t)=—e '+ e~ 2!,
Describa fisicamente esta solucion utilizando una gréfica de la misma.
b) Hallelacorrientesi i(0)=1A, vc(0)=0V.

<
ATATAY

Ejercicio

Considere un circuitoen serie LC con C=20uF , L=80uH . (1= micro = 107°)
Inicialmente no hay corrientey el capacitor tiene el voltge vc(0) = 110V.
Calcule la corriente generada, su periodo y frecuencia en Hertz.
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Rta i(t) = —555en(250001) , perfodo -2~ ~ 0.00025, 2™ ~3978.87 Hertz

M étodo de los coeficientes indeter minados pararesolver la ecuacion no homogénea

Consideremos la ecuacién no homogénea £(x) = q(t)e?tcon q(t) polinomiodegrado my « un
nmero real o complejo Buscamos soluciones particulares del mismotipo p(t)e®! con p(t) polinomio.
Como los coeficientes del polinomio p(t) son indeterminados, de ahi resulta el nombre del método.

Para entender €l caso genera consideremos primero una ecuacion de orden 3. Setiene

Liph et ={ 5" @ p"+ 3¢ (@ P +C (@ p'+ @) p et

ysea T: P[t] » P[t] latransformacion lineal en el espacio de polinomios dada por

T[pl= 5 C"(@)p"+ 5 C"(@) p"+C'(a) p'+Cla) p

Caso1l « noesraiz caracteristica c(a) +0.
Setiene T: Py[t] » Py[t] . Dado p nonulocomo c(a) =0 € polinomio T(p) tienee mismo

gradoque p Yy porlotantoesnonulo. Luego T esunisomorfismoy por ello dado un polinomio
q(t) degrado m existe un tnico polinomio p(t) degrado m tal que T[p]=q Yy por lo tanto

LipheT=qtb)e”".

Casn2 a esunaraiz simpledelaecuacion caracteristica c(a) =0, c'(a) = O.

Entonces T : Py, 1(t) - Pm(t) . Sunlcleo esigual alos polinomios constantes que es un subespacio
dedimension1 ycomo dimN(T) +dimIm(T) =dimP,.1(t) resultaquelaimagenestodo Pp(t).
Luego dado un polinomio q(t) degrado m existe un Unico polinomio p(t) degradom ta que



T(t p(t) = g(t). yentonces L[t pt)e®!]=qt)e?!.
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Caso general Sea a unaraiz de multiplicidad r: c(e) = ¢'(@) = 0=....=c" V(@) =0, c(@) #0.

Consideremoslaférmulagenera y latransformaciéon lineal asociada

Lp® e = {3 & M@ PO ety TP, ® > P, T(R)= T, - cMi@) pP(0)

El nicleo de T sonlospolinomiosdegrado <r -1 ytienedimensién r ypor lotantolaimagende T
estodo Py(t) . Luego dado un polinomio q(t) degrado m existe un polinomio p;(t) degrado m+r tal

que T (pu(t) = q(t) . Escribimos py(t) =(ap+art+...+a_1t) +t" p(t) donde p(t) esdegrado m.

Como ag+art+..+a_11t"! estdend nicleode T setiene T(t" p(t)) = q(t) y por ende

L[t pt) e =qt) e

Esunicopuessi T(t" pt)) =q(t) entonces 0=T(t'

A

p®

) - T pt) = T(t'(pt) - p(v))) .

Si el polinomio p(t) — p(t) fuerano nulo tr(f:)(t) - p(t)) tendriagrado = r y estariaen el nicleo lo cua

no puede ser. Por lotanto P(t) = p(t) . Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3

Sea L(X) = q(t)e?" unaecuacion lineal a coeficientes constantes donde g(t) es un polinomio de grado m.

Si a esraiz delaecuacion caracteristicade multiplicidad k = 0 entonces existe una Unica solucion particular

delaforma p(t)tke®! donde p(t) esun polinomiode grado m.

Nota

En el teoremaanterior, ss k=0 significaque a no esraiz caracteristica de la ecuacion.
S k=1 significaque a esraiz caracteristicay entonces el grado del polinomio en lasoluciont® p(t) es mayor

que el grado en laentrada q(t). Decimos que esa entrada produce resonancia en el sistema.

Ejemplo 1

Sealaecuacion X" +7x"+16X' +12x=(1—-t) e !
El polinomio caracteristico c(d) =A%+ 712 + 16 + 12 tiene — 3raizsimpley — 2 raiz doble.

Luego —1 no esraiz caracteristica, y se puede proponer como solucién particular  x(t) = (a+ bt)e ™
Lareemplazamos en laecuacién y determinamos ay b.

X[t_]1:=(a+bt)et;

(X't 47X [t]1+16x' [t]+12x[t]) e // Sinplify

2a+b(2t+5)

Entonces debemostomar a=-y b=-

N
N

Comprobamos esta solucion.

LX) = (

7

4

1 _
—Et)@t
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4 2
X''UUIt]1+7xX'[t]+16Xx' [t]+12x[t] // Sinplify

7 1
X[t_1:= [—-—t]e“
—et (-1+1t)

Ejemplo 2

Sealaecuacion X"+ 7X"+16X'+ 12x=(1—-1t) ¢ 3!
El polinomio caracteristico c(d) =A%+ 712+ 161 + 12 tiene — 3raizsimpley — 2 raiz doble.
Como -3 esraiz caracteriatica simple debemos buscar una solucion delaforma x(t) =t(a+ bt) e~3t

X[t_1:=t (a+bt)e3t;
(X''U[E] 47X t]+16x' [t]+12x[t]) et /7 Sinplify
a+2b(t-2)

1.
>

X(t) = t(-1- %t) 23t

Debemostomar a=-1y b=-
La comprobamos.

1
X[t_1:=t [-1-—t]ca-3t
2

X"t +7x" " [t1+16x" [t]+12x([t] // Sinplify

—e 3t (-1+1)

Ejemplo 3

Sea x"+2X'+ X=sent
Resolvemosprimero X™ +2 X'+ X = ¢! cuyaecuacion caracteristicaes A3 +21+1=0.
Como i no esraiz caracteristicatomamos X(t) = ae't
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X[t_]:=ael!
(X' [t1+2x [t]1+ x[t]) et //Sinplify

(1+1) a

Luego a= ﬁ = % y unasolucién complegjaes X(t) = % et

Tomando |a parte imaginaria obtenemos|a solucion particular  x(t) = % (—cost + sent) delaecuacion.

Ejercicio

Hallar todaslas solucionesde x™+2x"+ X'=t sent

Rta: %(1—t)sent—cost+cl+02«z“+03t«z‘t

Ejercicio
Hallar unasolucionde X" +7x"+16x'+12x=(1-1) ¢ 2

Rta x(t) =t3(1- %t) o2t
Ejercicio

a) Hallar lasolucionreal de x™ — x =1 que verifica x(0)=x'(0)=x"(0)=x"(0)=0
b) Hallar una solucion real particular de xV) — x = ¢!

Ejercicio

a) Hallar todaslas solucionesrealesde x"+4x=cost Yy demostrar que todas son acotadas.
b) Hallar todas |as solucionesrealesde x"+4x=cos2t Yy demostrar que todas son no acotadas.

Ejercicio

Considereun circuitoenserie LC con C=20uF , L=80uH vy € voltgeconstante Vo= 12V
apartir de t = 0. Inicialmente no hay corriente y €l capacitor estd descargado. Calcule la corriente.

Rta i(t) = Vo /% sen Ltc = 6sen 25000t
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Estados naturales de un sistema fisico

Supongamos que la ecuacién diferencia £(x) = f(t) describe un sistemafisicoy las soluciones x(t) dependen del tiempo.
Lafuncion f(t) representalaaccion externa sobre el sistema.
a) Las soluciones de la ecuacion homogénea £(x) =0 representan las manifestaciones del sistema cuando no hay
accion externa, y se llaman los "estados naturales' del sistema.
b) Sea f(t) seccionamente continua, nulaen t <ty , y supongamosque el sistematiene condicionesinicialesnulasen tyo
entonces x(t)=0 end intervalo t<tg.
En efecto, por €l teorema 1 hay una Unica solucién que es continua. En €l intervalo t < tp es solucion del homogéneo y
como tal en ese intervalo es combinacion lineal de una base del homogéneo y en el extremo ty tiene condicionesiniciales
nulas. Por lo tanto los coeficientes son nulos pues € Wronskiano de labase en t; esinvertible. Luego la solucion es nula
en ese intervalo. Observemos que esto es [0 que uno espera en sistemas causales.
c) Sea f(t) seccionalmente continuay supongamosque el sistematiene condicionesiniciales dadasen tg .
Para hallar la Unica solucién o podemos hacer por tramosen loscuales f(t) escontinuay sencilla Luego pegamoslas
soluciones parciales apelando a razones de continuidad y alas condicionesiniciales.

Funciones de uso frecuente

El escal 6n unitari |09 <0
n uni | = .
escal 6n unitario U= 14 150

El escalon unitario finito

0s t<06t>1 . .
= :{ gue se escribetambién  e(t) = u(t) —u(t— 1)

1s O<t<1
. -1s t<0 . L
Lafuncién signo sg(t) = . que se escribetambién  sg(t) = u(t) — u(-t)
1s t>0
Ejemplo 4

1s t>0
Como laentrada tiene un salto en el origen la solucién seré continua pero sin derivadaen 0.
Lasoluciéndebeser x(t)=kie™ ent<0 y xt)=te't+ketent>0
Por ser continuaen 0 debeser ki =k, =1.
En lagréfica de la solucién se aprecia € salto que tiene laderivada en €l origen.

s t<0
Resolvemos X'+ x=e tu(t) , x(0)=1, donde u(t)= { es lafuncién escalon unitario.
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Plot [If[t <0, e, (t +1)e™], {t, -1, 1.5}, PlotStyle —» {Thick}]

25¢
201

15}

-10 -05 Ns

Ejemplo5
Resolvemosel problema x"+2x'+x=u(t) ,x0) =0, x'(0)=1.

Como u(t) tieneunsaltoen t=0 hay unalnicasolucion x(t) continua, con derivada continuay con
derivada segunda secciona mente continua con un salto en 0.

Las soluciones de lahomogéneason ¢ et + crtet . Unasolucion particular es de laforma

Xp() =(1+c¢y et+cote™ )ut) yparaque seacontinuacon derivada primera continua deben ser
C1=C=-1 Luego Xp(t)=(1l-e™' - te ") u(t)

Lasolucion general es  x(t) = Xp(t) + by e '+ bytet eimponiendo las condicionesiniciales obtenemos

b1 =0, by, =1. Luegolasolucion buscadaes x(t)=t e tu(-t) + (1 —et) u(t).

Graficamos la solucion y su derivada. Se aprecia que la derivada es continua pero la derivada segunda tendra
un saltoen 0.
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gl=Plot [If[t <0, te', 1-e'], {t, -0.5, 1}, PlotStyle » {Thick}];
g2 =Plot [If[t <0, (L-t)e™, e'], {t, -0.5, 1}, PlotStyle - {Thick}];
G aphicsGid[{{gl, g2}}1]

-0.4-0.2 02 04 06 08 1.0

Ejercicio

Resolvery graficar X" +2x'+2x=sg(t), x0)=0, x'(0)=0
Ejercicio

Resolver y graficar x"+x:e(:—r) , X(0)=0, x'(0=0
Ejercicio

Hallar todas las soluciones de laecuacion X" + x = sg(t)
Comprobar que tienen derivada primera continua pero derivada segunda con un saltoen 0.

Rta. (1 - cost) sg(t) + acost + bsent

ESTABILIDAD INTERNA - CONDICIONESDE ROUTH -HURWITZ
El problema del comportamiento de las soluciones x(t) de una ecuacion lineal homogénea £L(x) =0
para t— +co esmuy importante en las aplicacionesy serd considerado con cierta extension.

Laecuacionlineal L£(X) = ag x™ + a3 XD 4+ . .. +a,Xx= f(t) sediceestableinternamente
si cada solucién de la ecuacion homogénea Xg(t) tiendeaceropara t — + co.

Si un sistema es internamente estable y esta en reposo e inesperadamente es perturbado adquiriendo
condicionesiniciales no nulas, cuando desaparece la perturbacion, automati camente retorna al reposo.

Uno de los pioneros en el estudio de la estabilidad fue el ingeniero ruso Alexander Lyapunov quien
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durante la segunda mitad del siglo X1X estableci6 las bases para su estudio, alin en sistemas no lineales.

Como las funciones del tipo t< ¢t forman una base de |as soluciones de la ecuacion homogénea,
estudiamos primero el limite para este tipo de funciones.

Sea l=a+if+0 y k=0: tel =tkerteht y |tk@“|= tkeot

S @ < 0 entonces tXe? ! tiendeaceroparat - +oo y por ello también ket
Sia=0y k=0 lafuncibnes cospt +isen St que oscilaacotadamente para t — +oco.
S a=0y k>0 lafuncidnes tk(cosBt +isenBt) que oscilano acotadamente para t — +co .
S @ > 0 lasoluciéntiendea + oo u oscilano acotadamente.
En conclusion:
lim_ o tke''=0 siysdlos Rea(d) <O.

Cada solucion de la homogénea es una combinacion lineal xo(t) = Y3_; pn(t) ¢! donde An son
las distintas raices caracteristicas.

1. Silaparterea decadaraiz caracteristicaes menor que cero entonces lim,, o, Xo(t) =0.

2. Reciprocamente, si algunaraiz caracteristica A, tiene partereal = 0, entonces 1e*ti =1
y lasolucion e*n! notiende acero cuando t — +oo .

Podemos enunciar |os resultados obtenidos.

Teorema
Una ecuacion es internamente estable si y s6lo si cada raiz caracteristica tiene parte real menor que cero.

Decimos que un polinomio real ménico es estable si tiene todas sus raices con parte real menor
que cero. Una condicién necesaria para la estabilidad es la siguiente

Teorema

Un polinomio real ménico establ e tiene todos sus coeficientes mayores que cero.

Demostar cion

Si dos polinomiostienen todos sus coeficientes mayores que cero entonces su producto también

pues sus coeficientes son sumas de productos de nimeros mayores que Cero.

Lo mismo vale para el producto de mas de dos polinomios.

Si p(A) esreal monico estable con raicesreaes —a; <0, ..., —a; <0 Yy complejas conjugadas
—Bi+iy1, w, =Bst+iys, -B1<0, .., —Bs<0, sefactoriza

P =@A+ar)...(A+ar) A+ Br—1y) A+ Br+iy) ...+ Bs—iys)(A+ Ps+iys)
= A+ap) ... A+a) A2+ 2810+ (B2 +712)) oo . (A2 + 2 Bs X + (B2 + $2))

y es producto de polinomios con coeficientes mayores que cero. Luego sus coeficientes son todos
mayores que cero.
g.ed.

En particular, si un polinomio ménico tiene algin coeficiente nulo 0 negativo no puede ser estable.
Por gjemplo A3+ 22 + 3 no es estable. Comprobamos que efectivamente tiene raices inestables.
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Solve[A®+ 21+3 =0, 1]
(-1 [ao 2 [1avaT )} (o (i VT )]
Tiene dos raices inestables %(1ii\/H)

a) No valelareciproca del teoremaanterior. Por gemplo: A3 +2A2+ A+ 1= +1)(A%+ 1)

tiene todos sus coeficientes mayores que cero pero tiene lasraicesinestables + i .

b) Si un polinomioreal moénico p(A) tiene todos sus coeficientes mayores que cero entonces p(A) >0

paracada A= 0 y entonces todas sus raices reales son menores que cero. Luego su posible
inestabilidad se puede deber Gnicamente a raices complejas con parte real = 0.

¢) Si por algunarazén se sabe que cierto polinomio monico tiene todas sus raices reales y sus coeficientes
SoN mayores que cero entonces, por lo dicho en b), es estable.

d) En &gebralinea se prueba que el polinomio caracteristico de unamatriz real y simétrica tiene todas sus
raices reales. Podemos resumir lainformacién en el siguiente.

Sea A unamatrizrea y siméricay pa(d) su polinomio caracteristico. Son equivalentes:
i) pa(d) esestable, esdecir todas sus raices son menores gque cero.
ii) Loscoeficientesde pa(d) sontodosmayoresque cero.

iii) Lafuncion cuadratica XT A X esdefinida negativa.

iv) Losmenoresprincipaesde A aternanensigno: A; <0, A,>0, A3<0,

Este resultado sera de interés cuando estudiemos més adel ante estabilidad de sistemas de ecuaciones.

Ejemplo
-7 -2 1

Para cada k real lamatriz -2 -1 Kk esreal y simétricay su polinomio caracteristico es
1 k -1

A3+922 4+ (-k?+10) A + (-7K? + 4k + 2)

Sera estable Unicamente en los valores de k para los cuales 10s coeficientes sean mayores que cero.
Resolvemos|as desigualdades usando el Mathematica 7 .



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |23

Reduce [{-k®*+10 >0, -7k*+4k +2 >0}, k, Reals] // N
-0.320377 < k < 0.891806

Unicamente para estos valoresde k el polinomio es estable.

Ejercicio

1
1 _1) es estable

a) Averiguar si el polinomio caracteristico de (

-1 1
b) Paraqué valoresde k € polinomio caracteristico de ( 1 k) es estable

c) Paraquévaoresde k € polinomio caracteristico de es estable

o r
N
~ Rk O

Polinomios de grado dos

Probaremos que para polinomios de grado dos el criterio de los coeficientes positivos es siempre cierto.

TEOREMA A%2+bd+c esestablesiysolosi b>0y c>0
Demostracion
Sabemos por un teorema anterior que si es estable entonces sus coeficientes son mayores que cero.

. Z - 1
Paralareciprocausamoslaférmulaparalasraices A= > (—b + b2 4c )

Supongamosque b>0y c>0.

S 0<4c<b?esclaro que lasraices son reales y menores que cero.
Si 4c¢> b? lasraices son complejas con partereal —b/2<0.

L uego en cuaquier caso es estable.

g.ed.
Ejemplo

Consideremos un circuito en serie RL C con una fuente de tension arménica V(t) = Asenwt.

<
ATATAY
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Ladiferencia de potencial en el capacitor vc satisface la ecuacion diferencial

CLVc"+CRvV:"+Vec= Asenwt

El polinomio ménico asociado A2 + F A+ & es estable pues es de grado dos con coeficientes positivos.
Lasraices caracteristicas son

1 2
H(—Rci \/RZC —4|_c)

a) Las soluciones de la homogénea son:

cret+cpeft ri<ro<0 s CRZ>4L
Cle't+ cptet r<o s CR:=4L
e'l(cLcosBt+crsen Bt r<o s CR:<4L

b) Para estudiar la ecuacion no homogénea CLvc"+ CRvc'+ Ve = senwt consideremoslia no
homogénea complgjaasociada CLV"+CRV'+V = ¢'“!. Comolaecuacion es estable i w
no esraiz caracteristicay hay unasolucion delaforma K e “!. Reemplazandola en la ecuacion obtenemos

1 _ (l—Csz)— RCwi

1-CL&’+CRwi  (1-CLw?)’+ RRC20?

id

con p= ! >0 vy tgé:—%.

(1- CLw?f+ CPR w?

Unasdidaparticularde CLvc"+CRV:'+Ve= senwt esentonces ve(t) = Apsen(wt +9).
Lacorriente es

ih=Cvc'()=Cpwcoswt+8)=Cpwsen(wt+5+3)=Cpwsenaft+ = (5+ 7).

Laentrada Asenwt tienefase nulay amplitud 1 . Estudiamosla corriente de salida.

i) S 1-CLw?>0 entonces tgd <0 ytomamos ¢ en e cuarto cuadrante: —g< §<0.

1 T 1ln_12nrn . 1 .
Luego 0 < = (5+ 5) <=s=7= y la corriente adelanta menos de 3 de periodo respecto

delaentrada. El capacitor, para esas frecuencias w , tiene mayor influencia que la bobina.

i) S 1-CLw?=0 entonces tgé = —oo y tomamos 6=—% y lacorriente esta en fase
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con laentrada. En esafrecuencia w €l capacitor tiene la mismainfluencia que la bobina.

i) S 1-CLw?<0 estgd >0 yelegimos 6 en e tercer cuadrante: —r < 6<—% y entonces
~5<8+5<0y —% 2:” < %(6+ 5) <0. Luego lacorriente atr asa menos de %deperl'odo

respecto de laentraday e capacitor tiene menor influencia que la bobina.

Laamplitud delacorrientees C p(w)w que variacon lafrecuencia empleaday queremos averiguar

para qué frecuencia es maxima. Lafuncion

w . . 1 1
p(w)w= tiene derivadanulaen wqg = o y C p(wg) wo = =

(1-CLw?+ PR w?

y laamplitud méximaes C p(wg) wg = % .
¢) Finalmente consideremos el circuito anterior pero sin laresistencia.

Laecuacion CLVvc"+ ve =V(t) noesestabley susraices caracteristicasson + wyi

-1 . ,
con wo:(\/L ) y las soluciones de lahomogénea son ¢; COSwgt + Cx SeNwgt .

Consideremosunaentradaarmonica CLvc"+ Ve=senwt.

1S w+wy laecuacion CLV" +V =¢'“! tieneunasaida V =K ¢ “!. Haciendo e reemplazo

obtenemos K(w) = (1- Csz)_l rea. Unasolucion particular es  ve(t) =K senwt.
Lacorrientees i(t)=Cvc'(t)=CKw coswt=CKw sen(wt+ g):CKa) senw(t+ %)

Como i = % 2;" esta corriente adelanta un cuarto de periodo respecto del voltaje de entrada.
El potencial en €l capacitor se amplifica cadavez médsamedidaque w se acerca alafrecuencia
caracteristica wy pues lim,,,,, K(w) = +co .

2.S w=wy para CLV"+V =¢ “! debemosproponer V =Ktel @0t
Reemplazando en la ecuacion queda

1 1 =i 1 i(wot-12

K: = e 2 V=—t€( 0 2)

2ivLC 2VLC y 2VLC

Unarespuesta particular es  ve(t) = —— sen(wot — %) = —— cosw, t, queno esacotada
espuesiap o= o5 %N (w0t~ 3)= == coswot, g

apesar de que la entrada es acotada y este fenémeno se conoce como "“resonancia’.
Este es un comportamiento tipico de los sistemas internamente inestables seglin se veraen launidad 2.

Graficamoslaentraday lacorrientepara L=C=1y w=1.
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Pl ot [{Sin[t], t;Sin[t —g]} {t, 0, 6x}, PlotRange -» Al |, PIotSter-»{Thick}]

Polinomios de grado tres
Consideremos un polinomio real ménico de gradotres: A3 +baA%+cA + d
Siempretiene unaraiz rea que laanotamos, por convenienciatécnica, — « y sefactoriza
con un polinomio real ménico cuadratico

AB+bA2+cd +d=QA+a)(A2+BA+y)=23+(@+ P A2+ @B+ A+ay

Igualando coeficientes b=a+p8,c=aB+y y d=ay

Si & polinomio es estable sabbemos que tiene |os coeficientes mayores que cero.
Lareciproca no vale, como muestran los polinomios

AB+2%2+1+1=(A2+1)(A+1) cuyasraicesson -1, =*i.
AB+2242+2 cuyasraicesson —1.35321, 0.176605 + 1.20282: .

Entonces es preciso agregar condiciones para que un polinomio de grado 3 seaestable.
Por giemplo, s un polinomiode grado 3 es estable, ademas verifica:

bc=(@+p) @B+y)>ay=d

esdecir bc>d . Estadesigualdad no la verifican los dos polinomios dados antes.
Esta condicion extra es suficiente para que sea estable como se muestraen el teorema siguiente.

Teorema
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El polinomioreal A3 +bA%?+cA+d esestablesiyslo b>0,¢>0,d>0, bc>d
Demostracién

Yademostramosque si es estable verificalas 4 desigualdades anteriores.
Reciprocamente, supongamosque b>0,c>0,d>0y bc >d.

Con la notacién anterior debemos probar que >0, >0y y>0.

Setiene O<b=a+p,0<c=af+y ¥y O<d=ay.Luego a+0, y+0.
Sifuera @ <0 serian B>0 y y<0, yporello c=a B+vy<0 contralo supuesto.
Luego a>0ycomo d=a vy >0 resulta y > 0.

Sifuera B<0 serfa O<b=a+pB<ay O<c=apf +y<y yporlotanto
bc=(a+pB)(@B+y)<ay =d contralo supuesto. Luego > 0.

g.ed.

Ejemplol A%3+2A%2+521+ 11 noesestablepues 2x 5<11.
Por otro lado, calculando encontramos que sus raices aproximadas son —2.106y 0.053 + 2.284 .

Ejemplo2 2A3+2%2+111+2k esestable & 0<k<55

Ejercicio Estudiar la estabilidad de los polinomios
RBrk2Z2+Kk+DA+1 y 23+kA%2+kA+(k-1).
Condicionesde Hurwitz
Se pueden obtener condiciones equival entes para estabilidad usando el siguiente criterio dado
por Hurwitz. Al polinomioménico A3+ bA%+cA+d leasociamoslamatriz 3x3:
bdo
H=|1c¢c O
0bd
cuyosmenoresprincipalesson  A;=b, A,=bc-d y Az=A,d
El criterio de Hurwitz es el siguiente.

Teorema 2A°+bA%2+cA+d esestablesiysdlos A;>0,A,>0,A3>0.
Demostracion
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= Si e polinomio es estable, por €l teoremaanterior b>0,c>0,d>0y bc>d.
Entonces A;=b>0,A,=bc-d>0y Az3=(bc-d)d>0.
< Reciprocamente, supongamos ahora que |os tres menores principal es son positivos.
Probaremos que secumplen b>0,¢c>0,d>0y bc>d.
Es b=A;>0.Porser A, >0 resulta bc>d yde Az >0 resultad > 0.
Finalmente las condiciones 0<A,=bc-d y b>0 y d>0 obligana ¢>0.
g.ed.

Ejercicio Estudiar la estahilidad de los polinomios mediante el criterio de Hurwitz

RBr2A2+kd+k+D y 22+KA%2+2+k.

Polinomios de grado cuatro

Para un polinomio de grado 4 no es sencillo descubrir condiciones extras que garanticen la estabilidad pero
podemos intentar una matriz de Hurwitz y usar sus menores principales para obtener posibles condiciones
y ver si son acertadas. Al polinomio monico de grado 4

M+bA+cr2+dr+e

le asociamos la matriz de Hurwitz 4x 4:

o O +» T
= T O Q

Sus menores principal es son
A1=b, A2=bC—d, A3=bcd—b2e—d2 , Ap=e€els.
Veamos que, la positividad de estos menores, nos proporcionalas condiciones adecuadas.

Teorema Son equivaentes:
i) e polinomioreal ménico A*+b2A%+cA?+dA + e esestable
ii) loscuatro menores principales A;, Ay, Az, A4 SOn mayoresque Cero.
ii) b>0,¢>0,d>0,e>0, bcd>b’e+d?
Demostracion

i) = iii)

Si los cuatro menores principal es son mayoresque cero esclaroque b>0, e>0.
Ademéds A3;>0 seescribe (bc-d)d>b?e>0y como A;=bc—d>0 resulta
d>0. De A,=bc-d>0, b>0,d>0,esclaroque c>0.

Finamentede As;=bcd —b?e-d%?>0 resulta bcd>b?e+d?.

iii) = ii)

S b>0,c¢>0,d>0e>0, bcd>b%e+d? entonces A;=b>0; Az=bcd —b?e—d?>0;
As=eA3>0;de O<bcd —b?e-d?=d(bc—d)-b?e resulta d(bc—d)>b’e>0 yporlo
tanto, como d >0, A, =bc—-d>0.



Para demostrar las otras implicaciones tenemos en cuenta lo siguiente.
Un polinomio real ménico de cuarto grado se factoriza con dos cuadréticos reales

A +bA3+cA?+dA+e=(A2+ad+B)(A%+yL+9)

eigualando coeficientes b=a+vy, c=ay+8+6 ,d=ad+By , e=86.
Buscamos una expresion adecuada para bcd — b? e — d2. Setiene

bcd=(a+7y)(ay+B+0)(@d+pBY)
b2e+d?2=(a+ BB+ (ad+ By)?

Restando, simplificando y reordenando queda

bcd - Pe-d?=ay [ays + By*+6%+ f2+a?S+aBy— 25 ]
= ay [ay6+,8y2+(126+aﬁ7+(ﬁ—6)2]
= ayladly+a)+Byly+a)+(B-0)?
ay[(@d+By)(y+a)+(B-06)?]
ay[bd+(B-06y?

Luego bcd - b*e-d?=ay[bd+(B-06)?

Esestable & cadafactor cuadréticoloes & a>0, >0, y>0y 6§>0.
i)=iil)

Si e polinomioesestable >0, >0,y>0, 6>0,b>0, ¢c>0,d>0,e>0.
y bcd-b?e-d?=ay[bd+(B-6)°]>0.

i) =)

Supongamosque b>0,c>0,d>0, e>0y bcd >b%e+d?.

Para probar |a estabilidad debemosver que @ >0, >0, y>0,6>0.

De e=36>0 resulta B+ 0.Veamosque 8> 0 yentonces §>0.

Sifuera B<0 seria 6<0 ycomo c=ay+B+6>0 = ay>0ycomo
b=a+y>0=> a>0y y>0; entonces d=ad+ By <0 locua noescierto.
Luego neceariamente 8> 0 y entonces 6>0.

Ademés, de 0<bcd —b*e-d?’=ay[bd+(8-6)?| y bd>0 resutaay >0
ycomo a+y=b>0, necesariamente « >0y y >0.
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g.ed
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Ejemplos

a AM+2%+22+2+k
Paraque seaestabledebeser k>0 y 1>k+ 1 locua esimposible.
Luego no es estable para ningun valor de k.

b) A*+6A3+112%2+(k+6)A+ k
Esestables k+6>0, k>0 y 6 11(k+6)>6%k + (k+6)°
Utilizamos el programa para resolver estas desigual dades.

Reduce[{k +6 >0, k >0, 66 (k+6) >36k+ (k+6)?}, k, Reals]
0<k<30

Por lo tanto es establepara 0<k < 30.

Ejercicio
Estudiar |a estabilidad de los polinomios
M +2k2B3+k+22%2+2+1

A +28 + kA2 +ka+1
AP +4KkA3 + kAZ+2kd +1

Polinomios de grado mayor

L as condiciones propuestas por Hurwitz se pueden generalizar a polinomiosde grado mayor,

pero su demostracién es muy dificultosa. En cambio, en €l apéndice de esta unidad estd demostrado, para
cualquier orden, el método establecido por Routh.

Ejercicio

a) Al polinomioménicodegrado 5 pQ)=A°+bA*+cA®+dA%2+ed+ f asociarle
lamatriz de Hurwitz 5x5 y proponer para estabilidad que sus menores principal es sean positivos.

b) Con los polinomios que se dan a continuacion corroborar la pertinencia de las condiciones dadas en ).
X2 +50x* +40x3 + 402 + 10X+ 1 XCrxt+x3+x2+x+1

¢) ¢ Paraquévaloresde k e polinomio x> +4x*+6x3+5x>+2x+k esestable?
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Rta 0<k<19V7 -49~1.26

Nota histérica
L as condiciones para estabilidad fueron obtenidas en formaindependiente por E.J.Routh
(Inglaterra- 1877 ) y por A.Hurwitz (Alemania- 1895) y por ello se las conoce como
"Condicionesde Routh-Hurwitz".
El enunciado de las condicionesy la demostracién para polinomios de cualquier grado se puede
consultar en

Funtions of a complex variable - vol Il -Fuchs-Levin, Addison Wesley

Solving Ordinary Differential Equations | , Hair-Norsett-Wanner; Springer

Applied and Computational Complex Analysis-Vol Il - P. Henrici; Wiley

Estabilidad y entrada armoénica

Supongamos que la ecuacién diferencial £(x) = f(t) describe un sistemafisico.
Entonces f(t) representalaaccion externa sobre el sistema.

Las soluciones de la ecuacion homogénea £(x) =0 son los estados naturales del sistema.
Hemosvistoquesi A esunaraiz caracteristicade multiplicidad k = 1 entonces t" et
0 <r<k-1, son k estados naturales.

Para que un sistema fisico sea estable es preciso que tenga disipadores de energia, como pueden ser las
resistencias, en circuitos eléctricos, y las fuerzas de roce, en sistemas mecanicos. Pero la presencia de estos
elementos no garantiza la estabilidad, como se vera en gjemplos dados més adelante.

Supongamos que laecuacién £(x) = f(t) esestabley su ecuacion caracteristicaes c(d) = 0.
Para cada excitacion arménica f(t) = ¢'“!, como las raices caracteristicas tienen parte real negativa,

resultaque i w no esraiz caracteristica: c(i w) # 0. Proponemos entonces una solucién de laforma
x(t) = K €' ! que reemplazada en la ecuacion dalacondicion K c(iw) = 1 . Luego

K=c(iw)™?=H{w)

y obtenemos una solucién arménica de la mismafrecuencia que la excitacion.
Lafuncién H(2 sellamafunciéon detransferencia de la ecuacion.

entrada -  respuestapermanente

eiwt N H(l w)eiwt

Esta respuesta se llama " permanente” y todas las demas difieren de ellaen una solucién de la
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homogénea que, por ser la ecuacion estable, decaen acero y por ello se llaman "transitorias’.
Concluimos quetodasolucion de  £(x) = ¢'“! se acerca ala permanente a medida que el tiempo crece.
El nimero complgjo H(iw) = pe'¢ tienevalor absoluto p = p(w) y argumento ¢(w) , que

dependen de lafrecuencia w delaentrada. Larespuesta permanente se escribe

w(t+£)

H(I w)eiwt =p ei(wt-ﬂp) =p @i
Silaentradaes senwt lasalidapermanente eslaparte imaginariade H(i w)e' “!.

entrada — respuestapermanente
senwt - psen(wt+ )

Veamos gjemplos ilustrativos.

Ejemplol Resolvemoslaecuacion x"+3x'+2x=sen2t

Laecuacion complgjaasociada X"+ 3X'+2X = ¢?'t tienelasolucion permanente

XM =H@i)e? = (— 5 — =i)e?!t~ 0158 (2189

20 20
{0.158114, -1.89255)

1 3
z =—[—+—:‘1]; {Abs[z], Arg[z]} // N

Luegolaecuacion x"+3x'+2x= sen2t tienerespuesta permanente x(t) = ~ 0.158 sen (2t — 1.893)
Laamplitud se hareducido un 15.8% y lafase atrasaen 1.893/2 = 0.9465 radianes 6 360 (27)~ 0.9465 = 54.23 grados.
Lagraficamos junto con la entrada.

1.893

Pl ot [{Sin[Zt], 0.16 Sin[z [t -

]]} {t, -1, 27,

Pl ot Styl e » {R&Col or [0, 1, 0], RGBCol or [0, O, 1]}]

Si imponemos condiciones inicial es nulas obtenemos otra solucién particular y, en el gréfico observamos que esta
Ultima se va mimetizando con la permanente.

DSolve [{x'"[t]+3x"[t]+2Xx[t]=Sin[2t], x[0] =0, x' [0] =0}, x[t], t]

1
me 5-—e? (5-8¢ +3e?! Cos[2t] +e2‘Sin[2t])}}
20
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1
Pl ot [{-_e-2t (5-8e' +3e?! Cos[2t] +e’! Sin[2t]),
20

3 1
——Oos[2t]——Sin[2t]}, {t, 0, 2x}, PlotStyl e » {RGBCol or [0, 1, O],
20 20

0-1/\ /\
L~ 1 2 \3 4 5 \6

RGBCol or [0, O, 1]}]

Ejemplo 2
Sealaecuacion x"+2x'+5x=2 cos3t

Cal culamos primero una solucion de la ecuacion complga X" +2X'+5X =23t y luego tomamosla parte
real delarespuesta.

e+ __1_ 3 -2.159i
HED = @ir2@ns . 1B 2 0.139¢
Luego X(t):2(—%—%i)e3“:—%(2+3i)(cos3t+isen3t) y su parte real es

2 3 2.159
X(t) = -5 c0os 3t + —sen3t~2 0.139cos3(t — T)

Vemos que la ecuacion reduce laamplitud de laentradaaun 13.9 %y laatrasaen ? ~0.72 radianes.
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Plot [{2os (311, 0.278 Cos|3 [t -2'259)]},

{t, -1, 2x}, PlotStyle -» {RGBCol or [0, 1, 0], RGBCol or [0, O, 1])]

2
1l

SN A 1 N_2” | 3 N |5 &
-1t
21

Ejemplo 3

Consideremosel circuito de dos mallas de la figura, con un voltgje de entrada V(t) , y nosinteresala caida de
potencial en laresistencia vg .

@) L

Sean iy e iy lascorrientesen lasbobinasy v el potencial en el capacitor; entonces vg = Ri, ¥
L1i1'+V=V(t) , L2i2'+Ri2=V , i1=i2+CVI

Reemplazamos i; delaterceraenlaprimera L (io'+ Cv")+v=V(t) eintroducimos v delasegunda
en esta Ultimaobteniendo  Ly(ix'+ C(Loix™+ Rix") + Lyiz' + Riz; = V(1) y reordenando queda
CLiLyix™+ CLyRix"+ (L + Lp)ix'+ Ripx =V(t) ; multiplicando por R quedala ecuacion de vg:

CLiLhvg™+ CL;RVR"+ (L1 + L) VR'+ RVR=RV(1)

L

El polinomio monico caracteristicoes c¢(A) = A3 + LE A2+ :
2

1 1 R
(L_], + L—Z))L'l' CL_le queesestable
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pues tiene coeficientes positivosy se verificala condicién de Ruth-Hurwitz bc>d . Por lo tanto, si
quitamoslafuente V(t) el potencia en laresistencia se apaga.

Ejercicio
En el circuito anterior, si las constantesfisicas sonigualesaly laentradaesarménica V(t) = sent
halle la respuesta permanente para €l potencial en laresistencia, su amplitud y fase.

Rta. —cost, 1, 7
Ejercicio

En €l circuito anterior compruebe que

a) laecuacién laecuacion de la caida de potencial en € capacitor es

w, Row, 2 R ., 1\, R
Vi VI oV L2Cv_ ch(t)+L2cV(t)

b) la ecuacion de la corriente en la primera bobina es

som R: w 2 ., R . 1y u R\ 1
I + Ell +E|1 + Rl]_:fv (t)+FV (t)+RV(t)

Ejemplo 4

El sistema mecéanico de la figura consiste de una masa colgante m que se mueve verticalmente y sobre la que se
gjerce unafuerzavectical f(t). Lamasaestd unida a un resorte de constante k y a un amortiguador de constante b .

Enumeramosy explicamos las fuerzas que actlian sobre la masa.
i) Larestitucion del resorte que suponemoslineal: si el sistema se aparta de su equilibrio x lafuerza del
resortees —kx . Si el resorte se estira atrae alamasahacia é y si se comprime la aparta.
ii) El amortiguador es un cilindro lleno de aceite en € que se mueve un pistén con agujeros.
Cuando se mueve desplaza € aceite por los bordes y por los agujeros 'y se origina una oposicion al
movimiento que frenalamasay va disipando en calor la energia cinética. Suponemos que es lineal,
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es decir, lafuerza gjercida por el amortiguador sobre la masa es proporcional alavelocidad — b x'.
En un amortiguador, lavelocidad es larelativaentre el pistény el cilindro, y en nuestro caso es x' .
El amortiguador se opone a cua quier movimientoy por ello lleva signo contrario alavelocidad.

iii) Lafuerzaexterna f(t).

Por la segunda ley de Newton laecuacion del movimientoes mx" +bx'+ kx= f(t)

Esta ecuacion es estable y por |0 tanto todos sus movimientos natural es tienden a detener la masa.
Ello se explica por la presencia del amortiguador que disipa toda energia remanente.

a) Quitando el amortiguador laecuaciébnes mx"+kx=0 ynoesestable. Si wg=Vk/m
las solucionesson  Xo(t) = €1 COSwpt + €y Senwgt Y lamasa oscilacon periodo 27 wp™ty

frecuencia wq (27) *Hertz gue es lafrecuencia natural del sistema.
Si se gjerce unafuerza arménica con estafrecuenciaa mx" + k x = coswgt larespuesta esdelaforma

1 z n Tl
CT t senwgt 4+ C1CoSwpt + Crsenwpt gue no es acotada: fendmeno de "resonancia’.
0

-10

-15

b) Volviendo al sistema con amortiguador, si |a fuerza externa es arménica con frecuencia w : f(t)= € !,
larespuesta permanente es armonica con la mismafrecuencia
Hiw) e®t= —L ot conamplitud | Hiw) | = !

m(@ w)?+biw+k R
(k—m wz) +b2w?

Averiguamos para qué frecuencia esta amplitud es maxima.
Buscamos el minimode (k — mwz)2 +b?w? = k% + (b? - 2k m) w? + M? *
cuyaderivadaes 2w (b — 2km+ 2 m? w?) .

Casol Si b?< 2km laamplitud méaximaes L — y ocurre en wg =

by 4mk-b?
Graficamos |H(i w) | paralasconstantes m=1, k=1, y algunosvalores decrecientes de b.

k_1
m  2n?
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1

Clear [b]; Hlw_, b_]:=Abs[ GerZeb (i) 1]
1w + 1w) +

Pl ot [{H[w, 0.8], H[w, 0.5], H[w, 0.2]}, {w, 0, 5}, PlotRange -» Al l ]

P N W A~ O

Cuando €l valor de b decrece acero, € maximocrecea + o Yy wo sevaacercandoa vk/m .
Segln vimosen a) , ésta es la frecuencia de resonancia cuando no hay amortiguador.

Caso2 Si b?=2km laamplitud méximaocurre en lafrecuencia w = 0 y lafuerza constante.
Graficamos |H(iw)| paa m=1;k=1; b=2, 3, 5
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Pl ot [{H[w, 2], H[w, 3], Hlw, 51}, {w, 0, 5}]
1.0‘
0.8*\\
0.67‘\
04+

021

Ejemplo5 "Absorbedor devibraciones'

Silamasa m del sistemaanterior, esta sometidaaunafuerzaarmonica f(t) =asenwt entonces
vibraaunafrecuencia w . Si ello resulta muy molesto, recurrimos a un "absorbedor de vibraciones' para eliminarla.
Para ello, colgamosde lamasa m un resorte de constante k; y unamasa m; como seindica..

Veamos que, eligiendo k; y my adecuados, podemoslograr que cualquier movimiento delamasa m se extinga.
Si X y X, representan, respectivamente, |0 que se apartan lasmasas m y m, del equilibrio, tenemos el sistema:

mx"=-kx—bx"'—ky (Xx—x1) + f(t)
my X" = Ky (X = X1)

Buscamos la ecuacion que verifica x que expresa el movimientode lamasa m. Para ello, despgjamos x; delaprimera
ecuacion, y lareemplazamos en la segunda, obteniendo la ecuacion ménica de orden 4
mky+my k+myky bk, . K ky % £ (t) + Ky f(t)

b
XH 4 = x® p ST AT X'+ =
m mmy mmy mmy mmy

Queremosque x=0 seaunasolucioncuando f(t)=asenwt. Paraellolaecuacion debe ser homogénea, o sea

mkrlnl f(t) = %{f"(t)+ :Tll f(t)):

O:%f"(t)+ (—w2+%)senwt .

a
m

k R p . « ”
Ello se cumple cuando w? = m—l , lo cual nosindica como elegir el “absorbedor”.

1

Veamos que la ecuacion anterior es estable internamente. En efecto, 10s coeficientes son positivosy ademas
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b mky +m Kk +m kj b ki k kq
bl=—; cl= ; dl= —; el = —;
m mmy mmy mimy

blcldl-bl%2el-d1%2// Sinplify

b2 k2

' m
Vemos que se cumplen todas |as condiciones de Routh-Hurwitz. Luego, si lamasa m se estd moviendo, lo
hace con una solucion del homogéneo, y por lo tanto se desvanece.

Observemos que laposicidn x; dela masa my, del absorbedor, satisface my x; " + kg X3 = kg X.

L uego, su movimiento es suma de una solucién del homogéneo, que es una vibracion de frecuencia w , més una
particular.que se desvanece, pues laentrada x es suma de exponencial es estables ninguna de las cuales produce
resonancia en el absorbedor. Més adelante se estudiara el sistema compl eto.

Ejercicio
Considere € sistemamecanico de lafigura que consiste de una masa colgante m y una pequefiamasa my
como seindicaen lafiguray no hay accion externa. Sea x € desplazamiento vertical de m y x; el de my.

a) Muestre que las ecuaciones del movimiento son

my X]_" =-b X]_I + k]_(X —X1)
mx" = —ky(x— X1) — kX
b (k+ky)

i—mx +mx"+ == x +k x=0 queesestable.
1 1

b)Si my=0 pruebeque x verificalaecuacion

S m=0, m:%, b:%,k:%, klzg hallelasolucionsi x(0)=1, x'(0)=0, x,(0)=0.

i

K my
K
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SISTEMASDE ECUACIONESDIFERENCIALESLINEALES
Unsistemade n ecuaciones diferenciales lineales es de laforma
X1'=agq Xg + ...+ Xy + by (1)
X' = 801 %o+ -t Bon Yo + by (D)
y se simboliza matricialmente X'=AX+Bf(@)

A eslamatrizdel sistema, B esel vector deentrada, f(t) eslaentraday X esel vector de estados.
Unasalida es una combinacion lineal de estadosy delaentradas y=CX + d f
El término d f sellamatransferenciadirecta ysi d esnulo no hay transferencia directa.

Ejemplo 1

Laecuacion diferencial x™ + C; X"+ ¢y X'+ o x= f(t) se puede expresar como un sistematomando como

variablesde estado X3 =X, X = X', x3=X" y por lotanto
X1"=X%z, X2'=X3, X3'=—CaXg—Cp X2 —CoXg + f(t)

o0 matricialmente:

0O 1 O 0
X':[ 0 0 1 ]X+ 0ff()
—Cp —C —C 1

Lamatriz es latraspuesta de |a matriz compafiera del polinomio caracteristico c(A) =A%+ ¢ A2+ Cc1 A + G

Ejemplo 2

L as ecuaciones del movimiento para €l sistema mecanico de lafigura, suponiendolamasa m; =0, y que se
gerce unafuerza f(t) en m, son

O0=-bx;"+Kky(X=X%1), mx"=-ki(Xx=x;)—kx+ f(t)

| L |

I,

ky

Enlasvariablesdeestado x; = X1, Xo =X, X3=X' €l sissemaes

k  k
bO

b
X'=[ 0 0 1]|X+
ki kgtk
m o m

f(t)

3l O O
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Ejemplo 3

En el circuito de lafigura consideramos como variables las corrientes en las bobinas i, , i, y € potencial en e
capacitor v.

Mediante las leyes de Kirchoff se obtiene el sistema

R R
. (-R R ¢ 1
i1 LoohL i1 L
. R RrR 1.
[|2]= _L_z _L_2 _L_z [|2]+ |__12 V(t)
v v
0 é 0 0

11
a) Si lasdlida eslacaidade potencial en laresistencia vg = (R, R, 0)(i2] no hay transferencia directa.
v
i1
b) Silasdlidaes v.: v, =(-R,-R, 0)| iz |+ V(1) hay transferencia directa
Ve

Ejercicio

Considere & sistemamecanico de lafigura que consisteendosmasas m y m, y se gjerce unafuerza
vertical sobrem . Sea x €l desplazamiento vertical delamasa m y x; €l de m .
Escriba matricialmente €l sistemade orden 4 no homogéneo que simbalizalas ecuaciones del movimiento.

| & |

1]
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Teorema de existenciay unicidad

Sea F(t) un n-vector de funciones continuasen el intervalo (a, B8), t, un puntoinicia, a<tg<f ,

y Xo unacondicioninicial. Existe unanicasolucion X(t) del sistema X '= AX + F(t) definiday con
derivada continua en todo €l intervalo (o, B) y que verificalacondiciéninicia X(tg) = Xo.

S F(t) esseccionamente continua entonces X(t) es continua con derivada seccional mente continua.
Demostracion

Existe unamatriz invertible M tal que J =M~ AM esunamatriz de Jordan que es triangular superior.
Conel cambiodevariables X =MY el nuevosistema Y'=(M"1AM)Y +M-1F(t) tienematriz
triangular superior.

Supongamos entonces que €l sistema es triangular superior y, parafijar mejor lasideas, que es de orden 3

X1'=a11 X + a2 X2 + a13 X3 + f1(1)

Xo'= A Xp + a3 X3 + fa(t)

X3'= agz X3 + f3(t)

La Ultima ecuacion es lineal de primer orden para x3 y por ello tiene una tnica solucion xs(t) que verifica
x3(to) = Xg3 . Colocando esta solucién en la segunda ecuaci én obtenemos una ecuacion lineal de primer orden
para Xxo: Xo'=ag X + a3 X3(t) + fo(t) y por lo tanto tiene una Unica solucion Xo(t) con xo(ty) = Xg2 -
Reemplazando estas dos soluciones en la primera ecuacion se obtiene una ecuacion lineal de primer orden para
X1: Xp'=ag X1 + ap Xo(t) + agz Xa(t) + fi(t) quetieneunadnicasolucion x;(t) con Xi(to) = Xo1.

De esta manera obtenemosla solucion X(t) buscada.

Es sencillo demostrar que es Gnica y que tiene las propiedades de continuidad y derivabilidad enunciadas.

g.ed.

Teorema

El conjunto de soluciones de un sistemalineal homogéneo de orden n es un espacio vectorial de dimension n.
Demostracion

Si X1y X, sondossolucionesy c; y ¢, son dos nimeros entonces

(C1 X1 +CoXp)'=C1 X'+ Co Xo'=CL AXy+Co AXy = A(Cy Xq + Cp Xp)

y porlotanto ¢, X3 + C, Xo  estambién una solucion. Luego las soluciones forman un espacio vectorial.
Veamos que su dimensién esigual a orden del sistema n.

Sea €y, .., €, labasecanénicade R".

Paracada 1<i< n ,por € teoremaanterior, existe unasolucion U;(t) que verifica U;(0) = € .
Demostremosque U;(t), Ux(t), ...., Un(t) forman una base de soluciones.

Son linealmente independientes pues si 1a solucién nula es una combinacion lineal de ellas



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |43

ci Ui +co Ux(t) + ... .. +cp Up(t) =0.
laevaluamosen t=0 yqueda
Cie+.C08+ ... +chen=0 = ¢ =Cc=....= c,=0.
Son generadores pues dada una solucién X(t) con X(0) = (aq, @2, ..., @n), lacombinacién linea
ay Ui(t) + ap Ua(t) + ....+a, Un(t)  también es una solucion que satisface lamismacondicion inicial que

X(t) y, comolasolucion es Unica, deben ser iguales: X(t) = a3 Uq(t) + ap Ua(t) + ....+ap Un(t)
g.ed.

Solucion exponencial

Una ecuacién homogénea de primer orden X' = ax se resuelve mediante la exponencial

x(t) = k et, x(0) =k donde eAt=yo Lann

n!

Deigual manera se puede resolver el sistemahomogéneo X'= AX
X(t) =eAK, X(0=K  donde A=y = AT
pues, derivando formalmente, obtenemos

X'(t):Z;":l%nA”t”’lK SAYR S AMK=AX®MY y  X(0)=K

n!
Poniendo como condiciéninicia €, € i — ésimovector candnico, obtenemos como solucion la
i — ésimacolumnade lamatriz e”'. Luego las columnas de lamatriz ¢! forman una base del

sistema homogéneo.

L os programas de computacion permiten calcular eAt 'y e”AtK. Por gemplo

. 11 .

l\/tatrlexp[(2 O)t] // MatrixForm

Lot (1.262) let ((14e%)

%e" (-1+e%) %e’t (2+e3)
MatrixExp[(_l1 (l))t {1, 0}]

" V3t

1 YER V3t 2e'/2sin
[cer 3 Cos | +V3 sin] ” - = ]}

3 o
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MatrixExp[(i i)t] // N// Expand // MatrixForm

0.276393 2. 718289381966t , g 723607 2. 718282 61803t 0 447214 2. 7182803819661 , 9 447214 2. 7182
~0. 447214 2. 718280381966t , 0 447214 2. 718282 %1803t 723607 2. 718280 381966t , o 276393 2. 7182¢

Método de Euler

Buscaremos soluciones exponenciales X(t) = K ¢!, donde K esun vector constante no nulo,
para €l sistemahomogéneo deordenn: X '= A X. Reemplazando en la ecuacion se obtiene la condicién
AK =AK locua significaque A esun autovalor delamatriz A y K es un autovector asociado.

Eiemplol x'=[ = 2 )x
Jempio ‘(1 -2)

Calculando hallamos A, =-3, Klz( 1

2
) y A,=0, Kzz(l) y las soluciones asociadas

Son

2
xl(t)z( 1 )e‘“ y Xz(t)=(1)

Eiemplo2 x'=(+ ~1)x
jemplo2 x'=(1 ')

i
Calculando hallamos A=1 + i, K:( 1ﬂ) y con soluciones asociadas

I . —i )
xo=( ey xo= ()

Casol Lamatriz A esdiagonalizable

Si A sepuede diagonalizar hay una base de autovectores X;, Xz, .., X con autovaloresiy, Az, ..., Ap.
Veamos que lasoluciones X e't!, ..., X,eM! forman unabase. Como el espacio de solucionestiene
dimension n bastaver que son linealmente independientes.
Supongamosque €y X3 eM! + ...+ ¢y Xp e =0 Evaluandoen t=0 obtenemos

C1 X+ ..+ Ch Xy =0 y, como Xp, Xp, .., X formanunabase de R", necesariamente

C; =....=C,=0. Luegotodaslas soluciones son

X() =c¢y Xg Mt + ...+ ¢y X, et
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Recordemos que para que una matriz se pueda diagonalizar es preciso que la multiplicidad algebraica de
cada autovalor coincida con su multiplicidad geométrica.
Dos casos importantes en que se puede diagonalizar son los siguientes.
i) Lamatriz A tiene autovalores distintos, reales o complejos.
ii) Lamatriz A esreal y simétrica. En este caso todos sus autovalores son reales y se diagonaliza
en una base ortonormal.

Para el caso de autovalores complejos es (til el siguiente resultado para obtener bases reales.
Si A esunamatrizrea y X = X; +i X, esunasolucion complejade X '= AX entoncestantola
partereal X; comolaparteimaginaria X, sontambién solucionesdel sistema.

Ejemplo 1
En el eiemplo 1 anterior, como la matriz se diagonaliza, todas las soluciones son

-1 2
X(t):cl( 1 )e*m +cz(1)

Ejemplo 2
En el eiemplo 2 anterior, la matriz se diagonaliza pero con raices complejas. Tomando parte real
y compleja, todas |as soluciones se expresan en una base real

—etsent e' cost
X(@) = cl( ) + cz( )

e' cost etsent

Ejemplo 3

0
Lamatriz del sistema X‘=(

1 O)X esreal simétrica.

1 1
Susautovaloresson —1, 1 con autovectores respectivos. ( 1), ( B 1) y las soluciones son

1 1
X(t):Cl(l) e '+ CZ(—l) et

Ejemplo 4
1 -1 -1

Lamatrizdel sstema X'=|0 0 1 |X tienetresautovaloresdistintos 0, 1+i V2
1 -1 1
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1 1+2V2i
Un autovector asociadoa 0 es | 1| yunoasociadoa 1+iV2 es 1-vV2 i
0 3
Separando la parte real y compleja de la solucion compleja
1+2V2 i 1 2vV2
1-V7 i e(“'ﬁ)tz[ 1|+i| _y7 || |cosVZ t+isen V2 t]et
3 3 0
obtenemos todas |as soluciones en una base real
1 cosV2 t-2vV2 senV2 t senV2 t+2vV2 cosvV2 t
XM =cy| L[+cf cosV2t+V2snvV2t |e+c3| senvV2t—-vV2cosV2t |e
0 3cosV2 t 3senvV2 t
Ejercicio
1 1 -1 -11 -1
a) Resolver lossistemashomogéneos X'=[ 1 -1 1 (X y X'=| 1 0 2 |X .
-1 1 1 2 11
1 01
b) Mostrar que el sistemahomogéneo X'=| 0 1 1[X noesdiagonalizable.
-110

Ejemplo5

El circuito de lafigura se alimenta con un voltaje V(t) .
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Las ecuaciones que verifican i, , Vg son

R

1
c

| =

1

](\Z)%g)wn

Consideremos el sistemahomogéneo V(t)=0.

3l -

i) Paa R= %Q ,C=1F, L= % H lamatriz se diagonalizacon raicesreales —2, —1y las soluciones son

(1) ()ertoer (2)e

ii) Para R=1Q, C= %F, L=1H Ilamatriz sediagonalizacon raices complgjas —1 + i y las soluciones son

(iL c cost— senty . cost+ senty
= +
Ve l( 2 cost )e 2( 2sent )@

1
iii) Paa R= %Q , C=1F, L=1H lamatriznosediagonaizay €l Gnico autovector dala solucién (J@‘t.

Para obtener una base se puede usar una base de Jordan como se discute en el proximo paragrafo.

Ejercicio
1 1 -1 -1 1 -1

a) Resolverlossistemashomogéneos X'=| 1 -1 1 [X y X'=[ 1 0 2 (X.
-1 1 1 2 11
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1 01
b) Mostrar que el sistemahomogéneo X'=| 0 1 1[X noesdiagonalizable.
-110

Ejercicio

En el circuito de lafigura hay un voltgje de entrada V(t) .

T B

L as ecuaciones que verifican las corrientes en las bobinas i;, i, son
. R R . 1
i L —
()5 5 (;)+(L1]VG>
2 RANRNLA NP
L2 I-2 0
Muestre que es diagonalizabl e para todas | as constantes fisicas y que un autovalor es cero..

a) Resuelvae sistemapara R=1Q, Ly=1H, L,=1H y V(t)=0.
b) Hallelasolucién paralas condicionesiniciales i1(0)=1, i,(0)=0.

Ejercicio

Considere como variables del circuito las corrientes en las bobinas i, i, y €l potencial en el capacitor v¢ .
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. -2 R . 1
11 Ly Ly 11 R
. R R 1 .
Muestre que el sistema que verifican es 2 |=|-T —T -C 2 |+ 1 |V@®)
2 2 2 R
Vc 1 Ve
0o - O 0

V7 7 V7
=z )_TCOS(T
Rta ¢ 1 |e?t+c, —%cos(ﬂt)—ﬂsen(ﬁt) e 2+C3 —%sen(g) ﬁcos(g)

4

{3 = (5

2

Casoll Lamatriz noesdiagonalizable. Bases de Jordan.

Si lamatriz A no diagonalizable usando una base de Jordan obtendremos una base de soluciones.

i) Un solo blogque de Jordan.

Consideremos primero el caso en que A essimilar aun solo bloque de Jordan.
Para claridad de ideas supongamos que es de orden 3

al0
Jg(a') =10 a 1
a

o
o

Caculamosunabasede Jordan u;, Uy, Uz: Aup=au; , Aly=Uj+aly, AUs=Ur +a Uz
y construimos las siguientes funciones vectoriales

X)) = uq et , X)) =(upt+uy) et O (Ul tz—z' +Uxt+ Ug) et

que reemplazadas en laecuacion X'= A X seve que son soluciones.
Ademas son linealmente independientes pues si una combinacién lineal esla solucién nula

€1 Xq(t) + €2 Xo(t) + C3 X3(1) =0

laevaluamosen t=0 yqueda c; U; + C; Uy + C3uz =0 'y como los vectores eran una base los
coeficientes son todos nulos. Como son 3, quees el orden del sistema, forman una base de soluciones.
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ii) Si hay varios blogues de Jordan procedemos con cada uno de la manera anterior y asi obtenemos n
soluciones que serén linealmente independientes donde n es €l orden del sistemay por |o tanto es una base.

Ejemplo 6
-1 1 2
Consideremosel sistematriangular X'=| 0 -2 1 |X .
0 0 -1

Unautovalores —1 vy tiene multilicidad algebraica 2 y geométrica 1y por lo tanto no es diagonalizable
y € otro autovalor es -2 . Luego laformade Jordan es

-1 1 0 3 0 -1
0O -1 0 y una base de Jordan es o, (21| 1
0 0 -2 0 1 0
Lasolucion general es
3 3 0 -1
X(t)=cg| 0] e +cz{ 0ft+]1 }e“ +c3| 1 |e?
0 0 1 0

Como el sistemaes triangular, podemos resolverlo en forma directa desde abajo hacia arriba.

X1'= =X+ X0+ 2 X3
Xo'= 2% + X3
X3'= — X3

Laultimaecuacion tiene lasolucion xz = ke

Reemplazadaen lasegundada x,'=-2% + ket cuyasoluciones X, =k, e 2t + kge™t.
Reemplazando ambas en laprimerada x;'= — xq + ky e 72! + 3ks ¢! ; buscamos una solucion
particular delaforma Ky e 2! +tKze™ yencontramos —kp e 2!+ 3kate .

Luego x;=kie ' —koe 2 +3kstet. Lasolucion general del sistemaes

1 -1 3t
Xt =ky| Olet+ky| 1 |e2t+ks| 1 [et
0 0 1

Ejercicio
Resolver 10s sistemas triangulares con los dos métodos anteriores

-2 1 1 -1 1 0
X'=] 0 -1 1 |X y X'=/0 -1 1 (X
0 0 -2 0 0 -1
Ejercicio
-1 -1 2

-3 4

Resolver |os sistemas X':(_1 1

)ny'z 0 -2 2 |x.
-1 1 -1



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |51

Ejemplo 7
-2 0 O
Sea X'=AX con A= 1 -1 1 gue tiene un Gnico autovalor A = -2 triple.
-1 -1 -3
0 -1 -2 1 0
Hay dos autovectoresindependientes | 1 |, | 1 | ylamatrizdeJordanes| O -2 O
-1 0 0 0 -2
0 1 -1
UnaabasedeJdordanes uj=| 1 |, u,=|0], uz=| 1 y lasolucion general es
-1 0 0
0 0 1 -1 Cy—Cg
X(t):[cl 1 +02{ 1 |t+ 0}+c3 1 ]e_Zt:[Cl+C2t+C3]e_2t
-1 -1 0 0 —C1 —Ct
Comprobamso que es solucién.
Cor-C3
X[t_1:= [c1+c2t +C3 | et
-Cy-Cot
-2 0 0
X' [t]—[ 1 -1 1 [.X[ty]//Sinplify
-1 -1 -3
{{0}, {0}, {0}
Ejercicio
0200 2 0 00O 1 1 2 0
1001 0-200 11]-1 0 1
Compruebe que para A= 1001 esJ= 00 01 y una base de Jordan es il ol 21l
0020 0 00O 1 1 -2 0

Escriba lasolucion general del sistema X'= AX y determine laque verifica X(0)=(1, 0, 1, 0)".

Ejercicio

Halle una base de soluciones para | os siguientes sistemas homogéneos:

3 0 1 3
X'=| 1 6 1]|X X'=| 1
-1 -2 3 -1
1
4 4 1 ~3
X'=[1 -1 2 |x X'= %
1 -4 -4 1
T2

Ejercicio

-2
6
-2

-1 “1-1 1

1 |x x'=| 0 -2 1 |x
3 11 -2

1 6 -1 3 -5
ix (|2 122
2 10 0 -1
-3 4 1 -2 3

En el circuito de lafigura, hay una corriente de entrada | (t) .
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Muestre que las ecuaciones son

- 2R 1y . R

) [-T ‘t](u) [-r]

= + I(t)

ve' 1 Y 1

c = 0 c z
@ Para R=1Q, C=1F, L=1H haletodaslas soluciones del homogéneo.
b) Idem para R=1Q, C=1/2F, L=1H.

Utilizando que laformade Jordan es triangular superior destacamos dos consecuencias.
La primera serdimportante en launidad 2 y la segunda en launidad 5.

Teorema 1
Sea A unamatriz cuadradadeorden n y g(d) =bg+ by A+ ....+b, A" un polinomio.
S A1, .., A, sonlosautovaloresde A, cada uno repetido de acuerdo a su multiplicidad, entonces

losautovaloresdelamatriz q(A) =bg | + by A+ ...+b A" son (A1), ..., q(A,) .

Demostracion
Utilizando la forma de Jordan triangulamos el sistema

A @'y ... A'tn

0 A .. a

J=M"1AM = 2 &2n

0 0 .. A,

Calculando vemos que

g1 a"z .. a"in
0 (A) ... a"
aH=MTgAM y  qd)= a% 2n

0 0 ..qAy
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Por laprimeraigualdad las matrices q(A) y q(J) sonsimilaresy por ello tienen los mismos
autovalores. Por la segundaigualdad vemos que los autovalores de q(J) son q(A1), ..., g(An).

g.ed.

En particular, losautovaloresde Afson A:%, .., A% para k=2, 3, ...

Ejemplos

-11

-11
a) ( ) tieneautovalores —vV2 , V2 vy (1 X

2—20 tiene el autovalor 2 dobl
11 )_(0 2) iene el autovalor oble.

-2 1
c)SeaA:(_1 _2) y qA)=A%2+2+1
Lamatriz A tiene autovalores -2+ i .

2 -3
Lamatriz q(A) = A2 + A+ :(3 5 ) tiene autovalores 2 + 3i

Y precisamente  q(—2+i)=(-2+ )2+ (—2+i)+1=2F3i .

Teorema2
Sea A unamatriz cuadradadeorden ny Ay, ..., A, susautovalores, cada uno repetido de
acuerdo asumultiplicidad. Si 1 A11 <1, ..., 1d,1 <1 entonces lim,AK=0.

Demostracién
Por €l razonamiento del teorema anterior,

Ap a'pp .. a'in )tlk a'"p, ... a'in
J=M-1AB= 0 A .. a% JKZM-LAKM = 0 /12k . an
0 0 . 0 0 .. Af

S limue J¥=0 esclaoque limeo A= lime MJIKM-1=0.
Por €llo, es suficiente demostrar el teorema para matrices triangul ares superiores.

Lema
Sea A unamatriz triangular superior con elementos diagonales de valor absoluto menor que 1.

Entonces limy_., AX=0
Demostracion
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Sea |A|=(|a]|) lamatrizdelosvaloresabsolutosde A y ponemos
|Al < [Bl s |aj|<[bj].

Esclaoque |A*| < |A[* yquesi |A|<|B| entonces Ak < |BJ

Sea g1 <se<l, 1<isn y g1 <f paa 1<i, j<n.

Parafijar mejor lasideas supongamos que el orden de las matriceses 3. Entonces

a B B 011
|Al <al+BE=|0 a B con E=[{0 01
00 a 000

001 00O
Es E2=({0 0 0| y E3=|0 O O yporlotanto,como | yE conmutan,
000 00O

|A| < |A[f <@l +BE)=aXI +ka* L BE+ %k(k—l)ak*2ﬁ2E2
Luego el lema es consecuencia de los limites conocidos
Mo ak =0, limcok o B=0, limey 3kk-1)a*252=0

g.ed.

Ecuacion no homogénea

Buscamos alguna solucion de la ecuacion no homogénea X'= AX + P(tH) et donde P(t)
es un vector polinomial.

Teorema

Sea P(t) un n-vector depolinomiosdegrado < k y A unndmerorea o compleo.

El sissemadeorden n X '= AX + P(t) e!! tiene una solucion particular del mismo tipo
X(t) =Q() e'' con Q(t) un vector polinomial degrado < r+k donde r=0 esla

multiplicidad algebraicade A como autovalor de lamatriz A.

Demostracion

Como en €l teorema de existenciay unicidad, haciendo un cambio de variabl es,podemos suponer
que lamatriz es triangular superior. Para claridad expositivatrabajamos con un sistema de orden 3 :

X' = a1 Xg + A2 Xo + a1z X3 + pu(t) et

Xp'= A Xp + 3 X + Pa(t) et

X3'= ags X3 + Pa(t) et
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Los autovalores de lamatriz son los elementos diagonales ajq , ax, ags.

Si A noesautovalorde A entonces, por €l método de los coeficientes indeterminados, la Gltima
ecuacion tiene unasolucion gs(t) e'' donde €l polinomio gs(t) tiene el mismo grado que pa(t).
Reemplazando esta solucion en la segunda ecuacion queda X' = ag Xo + (83 0z(t) + po(t)) et
que tiene una solucion del tipo  ao(t) e*' con el grado de gy(t) igual a de aps gs(t) + pa(t).
Reemplazando estas dos soluciones en la primera ecuacion, se obtiene de igual manera una solucién
gu(t) e*t con el grado de gy(t) igual a del polinomio aj, Ga(t) + ag3 Pa(t) + pa(t). Luego,
enlasolucion hallada Q(t) e'!, e gradode Q(t) esmenor oigual quee de P(t).

Si A esautovalorde A entonces aparece en ladiagonal y por ello algunas de las tres ecuaciones

producen resonanciay €l grado de los polinomios de la solucion aumenta. En total, no puede aumentar
mas que la cantidad de veces que aparece A en ladiagonal, que es justamente la multiplicidad del
autovalor.

g.ed.

Observaciones

i) Al cambiar variables en un sistema, tengamosen cuentaquesi M esunamatriz invertible, M Q(t)
es un polinomio vectorial del mismo grado que Q(t).

ii) Si unsistematienelaforma X '=AX + Bpt)e*! con p(t) un polinomio, debemos buscar
una solucion particular delaforma Xp(t) = Q(t) e con Q(t) un vector polinomia con

gradoQ(t) = grado p(t) + multiplicidadde A comoraizde ca(d)

Ejemplo

Queremos hallar una solucion del sistema

0 0 -1 1
X'=o—§ 1 |X+|0]et
1 -1 0 0

Como —1 esraiz caracteristica simple de la matriz del sistema, la entrada produce resonancia.
Por ello, proponemos una solucién delaforma  X(t) = (Ko + Ky t) et que reemplazada en
la ecuacion impone las condiciones

AKi=-K;y (A+1)Ko=K;-B
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a a 10 -1 a a-1
Calculando obtenemos K; = [2&] y Koz[b] debe verificar | 0 —% 1 [b]:[ 2a )
a Cc 1 -1 1 Cc a

Este sistema tiene determinante cero; por lo tanto, puede ser incompatible o compatible indeterminado
dependiendo del valor de « . Para estudiarlo reducimos la matriz ampliada

1 0 -1ea-1 10 -1ea-1 10 -1a-1 10 -1 a-1
1 Fs—Fy 1 -2F, Fat+F,

0-3 1 2a |-5|0 -3 1 2e¢ [0 1 -2 -4a |Z=5|01 -2 -4a

1 -1 1 a 0 -1 2 1 0 -1 2 1 00 0 1-4a

Luego es compatibles a = % , ¥ paraese valor queda el sistema a—c:—%, b-2c=-1, unadecuyas

: 3 ., . .
solucioneses ¢c=0, a= - b= -1,y unasolucion particular del sistemaes

3 1
_Z+Zt

— 1 -t
Xp(t)— -1+ zt e

1
7t
Ejerciciol

a) Comprobar que una solucién particular del sistema

1 -22 t 4+2t
X'=|-1 0 2 X+[l+t] e Xp=,|-5+2t
4 01 -1 ~6-8t

b) Hallar la solucion que verifica X(0) = 0.

Ejercicio 2

Hallar una solucion particular de los sistemas

a) X‘=(_12 _01)X+(_11)@3‘3t

b) X‘:(_lz _01)X+(_11)e"
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0 X‘:(_lz _01)X+(_11)e’2t

Ejercicio3

Hallar una solucion particular de los sistemas

1 -2 2 1 1 -2 2 1
X'=[-1 1 0|X+|O0ft y X'=|-1 1 0|X+|0]et
1 01 1 1 01 1

Ejercicio4

a) Sea X'=AX+ Be?'con B vector constante.
Si a noesraiz caracteristicade A probar directamente que hay una solucién particular de laforma
X(t) =K et con K vector constante.
Si a esraiz caracteristicade A, probar que hay una solucién particular delaforma K ¢! con K
vector constantesi y sdlosi B estaen laimagen de latransformacion linea al — A.

1 -1 1
b) Hallar la solucion general delaecuacion X! :(2 4 )X +(2)e’t.

1 -1 1 L, .
¢) Para X'= ( ) 4 )X + ( _2)«32‘ hay solucion particular delaforma X(t) = K €2t
aungue 2 esraiz caracteristica
1 -1 1
d) Para X‘=(2 4 )X +(2)e21 hay solucionesde laforma X(t) = (Ko + tKy) €?t con Ky #0.

Estabilidad interna

Elsstema X '=AX+Bf(t) sediceestableinternamentes cadasolucion Xq(t) del homogéneo

M40 Xo(t) = 0

En ese caso, si € sistema estd en reposo e inesperadamente adquiere condicionesiniciales no nulas, cuando
la perturbacion desaparece, retorna por si solo a reposo.
Se llama estabilidad interna pues no interviene el vector de entradas B .

Teorema
Un sistemaes internamente estable si y sdlo si los autoval ores de la matriz tienen parte real menor que cero.
Demostracion
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Por los resultados yavistos | as soluciones del homogéneo son de laforma
Xo() = X5 Pi(t) e!

donde «a; sonautovaloresde A y Pj(t) sonvectores polinomiales. Utilizando esta expresion se deduce
inmediatamente que si 1os autovalorestienen parte real menor que cero entonces  lim_, ., Xo(t) =0.
Reciprocamente, si es estable internamentey a es unaraiz caracteristica hay una solucién no nuladel sistema
homogéneo del tipo Xo(t) =K e?'y por lotanto lim,,,., K e*'=0. S k; esunacoordenadano nuladeK,
lim_ ., ki e*'=0 y por lotanto laparte real de a esmenor que cero.

g.ed.

Concluimos que para estudiar la estabilidad de un sistema hay que ver si € polinomio caracteristico de la matriz
del sistema es estable 0 no. Para ello se pueden utilizar las condiciones de Routh-Hurwitz.

Se demostrarden launidad 2 que si un sistemalineal X'= AX + B f(t) esinternamente estable, para
cada entrada acotada f (t), todas | as soluciones son acotadas.
Ello no es cierto en sistemas internamente inestables como se muestraen el eiemplo 2 més abajo.

Ejemplo 1

1 1
El sistema X'= ( ) X+ ( 1) f(t) esinternamente estable pues su polinomios caracteristico

-1 0
paQ) =22+ +1 esestable.

Ejemplo 2
-1 -1

1 1
Laentradaacotada f(t)=1 produce resonanciay todas |as respuestas son

1 -1
X(t)zg(lz_t)+Cl(1)+Cz( 1 )Q_Zt

y ninguna de €ellas es acotada.

1
El sstema X' :( )X + (_1) f(t) noesinternamente estable pues un autovalor es 0.

Ejemplo3 " Absorbedor de vibraciones'

Retomamos el gjemplo del sistema mecanico tratado en una seccién anterior.




Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |59

Si Xy X; representan lo que se apartan lasmasas m y my del equilibrio, tenemos el sistema:

mx"= —-kXx—-bX'—Kky (X—X1) +f(t)
my X" = Ka(X — X1)

Lasvariablesdeestado y; =X, Yo=X', Y3=X1, Y4=X; satisfacen el sistema

. 0 0
Y1 ke b kg Y1 1
Y2 "Tm Tmm Y2 =
= +| m[f©)
Y3 0 0 0 1 Y3 0
Ya ko0 _k gflya 0
m m
cuyo polinomio caracteristico es
A -1 0 O
O i L -
B 0 0 A =1 m mmy mmy mmy
kg ko)
my my

Y a hemos comprobado que c(d) esestable. Luego, si se quitalaaccién externa el sistemaretorna a reposo.

Si lafuerzaexternaes f(t)=asenwt, paraque unasolucién particular tenga x=0 €l sistemase reduce a

O=kixg+asenwt, mx;"+ki x,=0

Delaprimeraobtenemos x(t) = — ki senwt Yy colocada en la segunda queda la condicion :1—1 = w2
1 1

Elegido el absorbedor de esta manera, una solucién particular serd y1 =0, ¥, =0, y3=asenwt, ys=awcoswt,

y todas | as soluciones seran suma de esta solucion particular més una del homogéneo, que se apaga sola.
Conclusion: lamasa m tiene un movimiento que se desvanece y lamasa my vibraafrecuencia «w mas un transitorio.

Ejemplo4 Modelo sencillo de suspension

Consideremosunamasa m; que se encuentra apoyada en un resorte de constante k; y un amortiguador de constante b.
A su vez, éstos se encuentran apoyados en unarueda de masa m, cuya cubierta actia como un resorte de constante ks .

L os desplazamientos verticales de cada masa, desde € equilibrio, son respectivamente x; y x,. El movil se desplaza a
ciertavelocidad haciala derechay la entrada es la aturadel camino f(t) en el tiempo respecto de la posicion de equilibrio.
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ko

f(t)

Setrata de "apagar" el movimientovertical x; delamasa my cuando el camino es plano, es decir, f(t) =0.
Para ello estudiamos |la estabilidad interna del sistema.

My X1"=b(X" = X1") + Ky (X2 — X1) M X" = =b (X' = X¢") — Ka(X2 = X1) — Ka(X2 = (1))

Conlasvariablesdeestado y; = X1, Yoa=X1', Y3=Xo, Ya=Xo' €l sistemaes

, 0 1 0 0 0
Y1 K b K b Y1 0
y2' T om om om || Y2
= + f(t
v |7l o o o 1|l
va') | o b kel b |ly) |2
mom m, m, M
A -1 0 0
ﬁ )L+£ _k_l _L
my my my mo|_a,(b _  bYyz,(k , ki k),2, bk Ky ko
det 0 0 N 1 =X +(ml+mz)/1 +(m1+mz+m2))t +mlm2/\+mlm2
kb kit g b
m m, m, m

El polinomio tiene coeficientes positivosy verificala Gltima condicion de Routh-Hurwitz para estabilidad pues
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b,b 0
m m m; m
Det [| 1 %+%+%—§tﬁ]//$inplify
b b b k,
0 — + — —
m m m; m
b2 k3
m g
Ejemplo

Consideremos el circuito de lafiguraque tiene un potencial  V(t) de entrada.

L as ecuaciones son
R R

Liii'=R(z—1i1) 6 (il)'_ LoL (il) 0 vt
{R(iz—i1)+|-2i2'=V i) | R _R lL)vo

o L

2 L2

Laecuacion caracteristica A2 + R(Li + Li)/\ esinestable pues A =0 esraiz.

1 2

@) Paa R=1Q, Lyj=1H, L, = % H e sistemahomogéneo tiene la solucion general

(i) (o) v ovo imen ()=a3)#(o)

Por lo tanto puede ocurrir que laresistencia no disipe una energia remanente.

Para la entrada constante V(t) = 1volt como O esraiz caracteristica buscamos una solucién
particular delaforma Kg + Ky t . Reemplazada en la ecuacion nos provee la solucion
particular que sumada ala del homogeneo nos da todas las soluciones

; 2 -3t
o(1 1 1Y 4 o (O =3t+a+pfe
t(Yera (s L)en o { :

iz(t):§+§t+a—2e

y ninguna es acotada. Luego con una entrada de 1 volt |as bobinas se queman.

i
b) Lasdida vg=R(i; —i1)=(-R, R)(il) satisface la ecuacion internamente estable
2

L ' L+L
2R+ 22

R L—1VR: V(t)

Severaen launidad 2 que a cada entrada acotada V(t) lasaida vg(t) esacotada. Luego
observando la entrada y esta salida no podemos detectar lainestabilidad interna del sistema.
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Sistemas en forma no estandar

a) Siunsistemaesdelaforma CX'=AX+B f(t) con C unamatrizinversible
multiplicando por lainversaselollevaalaformaestandar: X '=C1AX +C 1B f(t).
Ver el gemplo 1.

b) Si el sistemapresentaladerivadasdelaentradas X '= AX +B; f(t)+ By f'(t)
resolvemospor separado: X;'=AX;+B; f(t) vy X'=AXo+By f'(t)
Reemplazandolasuma X = X; + X, enlaecuacion original vemos que es solucion:

(Xp+ X)) '=X"+ X'"=AX +B f)+ AXo+ By f' (D)
= AX1+X)+By f(H)+B f'(t)
Ver geemplo 2

Ejemplo 1

Para el circuito de lafigura, usamos como variables la corriente en labobina i, y el potencial en el capacitor vc.
Lasdlida y eslacaidade potencial en laprimeraresistencia: y = vg,.

S i1, ip sonlascorrientesenlasresistencias ip+i =iy, ip=Cvc' = i1=Cvc'—iL
Por la segundaley de Kirchoff obtenemos: Li '=Ryi; ¥ Riii+Roia+ve=V(#)
y eliminando iy, i, quedan

LiL'ZRl(CVC'—iL) C(R1+R2)VC'= R]_iL—Vc+V(t)

Escritas en formamatricia

L -R;C i’ B -R; O iL 0 ¢
(o C(R1+R2))(Vc')_( R —J(w:)*(l)"(’
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Multiplicando por lainversa queda

) R R, Ry ) Ry
i’ TLR+Ry  L(RiR i L(R+R
( 1= (Ri+Ry) (R1+Ry) + (Ri+Ry) v(t)
Ve Ry __ 1 Ve _tr
C(R1+Ry) C(Ri+Ry) C(R+Ry)
Paralasdidausamosque: i +i1=i, Yy Rpii+Rois+ve=wt).
Deellas obtenemoslasdidaenlaformanormal  y=CX +dw(t):

b _ _RR: R R, _(_RR R \(IL R,
y=Ri1= RR LT Rk O RR, v _( Ri+R, ' R1+RZ) (Vc) t ReRs v
Ejemplo 2
En el circuito de lafigurala entrada es una corriente.

Py I e S S

Lascorrientesen lasbobinas iy, i, , laprimerahacialaizquierday la segunda haciala derecha, satisfacen 1(t)=i; +i, .
Setiene

R 1 R L

2"\ | TLeL el [( 02 G e
(Vc')_ 1 0 (Vc)+[ 0 ]I(t)+[ 0 'O

C

Ejemplo 3 "filtro pasa bajos’

Consideremos nuevamente el circuito con un voltaje de entrada V(1) .
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Consideremos como salida la caida de potencial vr en laresistencia.
Planteamos las ecuaciones de las corrientes en las bobinas iy, i» y €l potencial en el capacitor vc :

Li1'+VC:V(t) il ‘ 00 L i]_ % il
Li,'+ Rip=ve i |=|0 =% L ||i2|+|0|v) w=O.RO]i
Cvc'=i1—ip Vc 1 1 0 Vc 0 Vc
c c
1
A 0 T
R_II_383iRye, 2,3, R
Det| 0 A+ —¢ |=27+74 t et o
1 1
c ¢ A

Laecuacion paralasalida vg se encuentra eliminando las otras veriables:

cL? . w, 2L,
= VR + C Lvg + = VR + VR = V(1)

_ R _ iwt i i H H fwt
H(2 = CFcREG LR ypara V(t) = Ae lasalidaestacionariaes AH(iw)e'“" .

R

. R .
HiW = R rio prreg = [HODI=

[R-LRCw?[*+w?(2 L-w? L2 C)?

Parafrecuencias bgjas: w~0 , |[H({iw)| ~ 1 ylasamplitudes no cambian sensiblemente.

Parafrecuencias altas, w>>0 , ‘ Hd w)‘ ~ ~ 0 y sereduce mucho su amplitud.

CL2w®
Veamos un gjemplo.
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r=1,¢=0.1; | =0.1;
r

Hiz_1:= 2,3 2 '
cl®z3+clrzée+21l z+r

NSoIve[cI223+cI r z2+21 z +r =0, z]
Pl ot [Abs [H[% w]], {w, -25, 25}];

({z > -5.6984}, {z > -2.1508 -13.0714 i}, {z - -2.1508 + 13.0714 i}}

-20 -10 10 20

Seve que parafrecuencias w entre -14.5y 144 , 08 <|H(w)| <13,
y parafrecuencias |w| =25, |H(w)| <0.1.
El gréficode H(i w) como curvaen € plano es el siguiente.

r=1;,¢=0.1; | =0.1;

r
H[z_]:=

cl2z3+clrz2+21 z+r
ParanetricPlot [{Re[H[Lw]], | M[H[1w]]}, {w, -40, 40}]

Ecuaciones de or den mayor
Consideremos una ecuaci 6n de segundo orden homogénea con matrices cuadradas A y B
X"+ AX'+BX=0

Envez dellevarlasaorden 1 con variables de estado proponemos directamente una solucion exponencial
X(t) = K e'' que reemplazada en la ecuacion nos dala condicion (?@ I+ Ad+ B) K=0. Paraque

existasolucion K #0 lamatriz A21 + A1+ B nodebetener inversa det(A?1 + A A+B) =0.
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Ejemplo
Para €l absorbedor de vibraciones se obtuvieron las ecuaciones

my X1"=—|(1X1—bX1'—k2(X1 —Xo)+asenwt
My X" = Ka(X1 — X2)

La parte homogénea se escriben matricialmente asi

b | ke ko
—_ m m
X"+ M X'+ . T |X=0
00 ko k
moom
2yt K
. . ., s m m m
Las solucionesdel tipo K e*! reemplazadas en la ecuacion verifican " ' W |K=0
. 12+_2
mp mp
224 Doy ke L'}
., . . . m m m
Hay solucion K nonulosi e determinante de lamatriz esnulo:  det " ' , =0
. A +_2
mp m,

Ejemplo Dosmasasunidasatresresortes

Dos masas estan unidas a tres resortes de igual constante k y se mueven horizontalmente sin friccién.

Suponemos que realizan pequefias vibraciones.

Indicamoscon x; € desplazamiento de la primera masa desde su posicion de equilibrioy x, € dela
segunda, ambas medidas en forma positiva hacia la derecha.

Paralainstantaneacon 0< X; < Xp , €l primer resorte esta estirado x; , €l segundo resorte esta estirado
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Xo — X7 Y €l tercero estd comprimido x, . Aplicando la segundaley de Newton a cada masa se tiene

{ my X" = —Kg X + Ko (X2 — X1)
Mp X" = =Ko (X2 = X1) — K3 %o

S ki=ky=ks=k, mp=mp=m y abreviando o =k/m el sistemaes

X" -2
Lo 2aJCe) o xm=ax
Xo a -2a)\X

Proponiendo una solucion exponencial X = K e'! y reemplazéndola en |a ecuacion obtenemos que A2
esautovalor delamatriz A y K esun autovector asociado.

1 1 )
), A=xVa i ylassoluciones (l)eiﬁ”

Un autovalor es A2 = — @ con autovector ( 1

1 1 .
El otro autovalor es A% = — 3« con autovector ( 1), A=+xV3aiy Iassolucioneﬁ( 1)@* Sa i

Tomando parte real y compleja de |as soluciones obtenemos la solucion general en una base real

x(t):(clcosx/EHczsen\/?t)(i)+(c3cosv 3a t+cysenV3a t)(—ll)

Hay dos tipos de movimientos sencillos

1
Xl(t)=(cl cosx/zt+czsen\/3t)(l) las masa oscilan hacia el mismo lado con frecuencia %Hertz

V3a

o Hertz

1
Xz(t):(cgcosv 3a t+cssenV3a t)(_l) las masa oscilan en oposicién con frecuencia mayor

El movimiento general es una sumade ambostiposy resulta més complicado. Por gemplo, hallar la solucion
paralas condicionesiniciaes x;(0) =1, X;'(0) =x2(0) = %' (0) = 0 y tratar de viauaizar el movimiento.

Ejercicio

a) Probar que las ecuaciones del sistema de dos masas del ejemplo anterior no habiendo friccion son

ke K
w_ m my
= e ke |8

m
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b) Veamos que las raices caracteristicas de esta matriz son negativasy distintas.

Ky ko+ky Kg+k; k: . —
2RS4 v discriminante es

m m,

(fatle , terl)
my m,

El polinomio caracteristico es A +

)2 ik kst koks  [(Kitke) My + (kptks) my12-4 (kg ko + ki kg + ko kg) my my
n«h m2 m12 m22

(k1+ ko + Ko+ K3
my m,

[(ky+ ko) My = (Kot kg) My ? + 2Ky my my >0
my2 my?

Luego lasraices son reales y distintas. Como el polinomio es estable, |as raices son negativas.

¢) Utilizando este resultado concluir que las masas vibran y describir una base de soluciones.

Naturalmente el sistemafisico esinestable.

Ejercicio
_ktk ke
. . L . L, " m
a) Prabar que las ecuaciones del sistema siguiente no habiendo fricciébnson X" = K ! m; X
&k
m, m,

b) Probar que las raices caracteristicas son negativas y distintas. Describir una base de soluciones.
c¢)Para m =10, my=5, k; =80, k, =40 cacular el movimiento general.

Particularizar paralas condicionesiniciales x1(0) =1, x;'(0) =X(0)=x,'(0)=0.

Ejercicio
a) Probar que las ecuaciones del sistema de la figura habiendo friccién sélo en el amortiguador son

b b Ktk ko
w_ mm . m my
X" = b b X'+ k Lk X
m, m, m, m,
I
& |

b) Resolver el sistemapara my=mp =1, k; =k, =1, b=1 con exponenciales: X =K e?".

¢) LLevarlo aprimer orden con variablesdeestado y; = X1, Ya=X1', Y3=Xo, Ya=X'

y probar que esinternamente estable.
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Ejercicio

Estudiar de lamismamanerad sistema.

Ejercicio

Generalizamos €l gjemplo anterior a tres masas iguales con cuatro resortes igual es..

-2 1 0
Mostrar que €l sistemade ecuacioneses X"=AX con A=¢a| 1 -2 1 y a=
0 1 -2

Para a=1

3=
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-2 1 0
Ei gensyst em[ [ 1 -2 1 ] ]
0 1 -2

{{72, 242, 72+\/2_}, {{71, 0, 1}, {1, 2, 1}, {1, V2, 1}}}

Describir los tres movimientos elementales y sus frecuencias.

Ejercicio

Sean dos masas iguales unidas por un resorte y sin friccion.
Consideramos su movimiento Unicamente en la linea horizontal que las une.

Consideramos | os desplazamientos de las masas X; , X, respecto de una posicion de equilibrio de cada una.
L as ecuaciones son

m)(l"zk(Xz—Xl) 0 sea X"=(

¢ )X con a=£
mx;" = —Kk(X2 — X1)

a —a

Silasdidaes y=x, — x; severifica y"+%y=0 ylasolucibnes y(t)=c;cosV22a t +c,senV2a t)

Ejercicio

Sean dos masas que se mueven sin friccién sobre larecta que las une como en el g ercicio anterior, pero unidas por
un resorte y un amortiguador. Escribir las ecuaciones del movimiento y estudiar su estabilidad.

ECUACION DE UNA SALIDA

Enunsistemalineal deorden n X'= AX + B f(t) unasdida y(t) esunacombinacién lineal delos
estadosy delaentrada y=CX +d f(t). El término d f(t) eslatransferencia directa.

Par &metros de M ar kov
Losnimeros hj=C A B sellaman “pardmetros de Markov” y son importantes pues con ellos se
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escribe laecuacion diferencial de la salida, seglin se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema Sea paM)=A"+a A"+ ... + a, €l polinomio caracteristico delamatriz A .
Laecuacion diferencial delasdida y=CX +d f(t) es

YV +a Y Y+ Lrany=rg (O gy f02 4 gy )
+d(f™+a fOD 4 +a,f)
Demostracion
Consideremos primero una salida sin transferenciadirecta y=CX ycon n=2.
Derivamos sucesivamente laigualdad  y=CX
y'=CX'=C(AX+Bf)=CAX+ CBf
"=CAX'+CBf=CA’X+CABf+CBf"

Por el teoremade Cayley-Hamilton, A?+a; A+ay| =0, porlotanto A2=-a; A—ayl.
Reemplazada en laigualdad anterior nos da

y'=C(-y A-a ) X+CABf+CBf'=-a;CAX-a2CX+CABf+CBf’
= —a(y'-CBf)-ay+CABf+ CBf’'

y reordenando queda
yV'+a1y'+ay=CB(f'+a, f)+ CAB f=ho(f'+a f)+hy f
Siguiendo el mismo camino, se obtiene
y'+ay'+ay +azy=ho(f"+af'+af)+h(f ' +af)+ hy f

yO+ay"+ay +agy +asy
= hg(f"+a f"+af'+aaf)+ h(f"+aqyf'+af)+hy(f'+a, f)+ hsf

Enorden n se obtienelaecuacion
y(n) +a y(n—l) +.o.+a,y= Z‘r:Ol hi(f(n—i—l) +ag f(n-i-2) 4 B i1 f)
Si y=CX+df entonces CX=y- df verificalaecuacion anterior. Reemplazando y

reordenando queda la ecuacion del enunciado.
g.ed.
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Observaciones
aSi d=0yhy=...=hp1 =0, hn#0 laderivadade orden mayor de f enlaecuaciéones fO-m1
b) También se puede escribir la ecuacion como un "polinomio” en las derivadas de la entrada

YV +a YD+ ayy=0 g b fORD 4 d(fV g fOD 4 4 a, f)

usando los coeficientes by =YX hai y ap=1
Esta expresién destaca los dos polinomiosimportantes vinculados a sistema con una salida, a saber,

paAD) =agA"+ap A"+ L+, Y ) =bp A"+ .+ by

Ejercicio
Probar que los parametros de Markov no dependen del sistema de coordenadas.
Ejercicio

En el circuito de lafigura.

i " &
+
Y J—
&
. i i’ 0 _% i % s 1 1
iLy Ve verifican Ve = é —Rl—c Ve + 0 Vi) v pa=2A +R)L+E

a) Si lasalidaeslacaidade potencial en laresistencia y(t) = vg = V¢, Verificar que la ecuacion es
" 1 ' 1 1
Y+ e Ve Y= VO
b) Si lasalidaeslacorrienteenlabobina y(t) =i_, probar que laecuacion es

" 1 ' 1 _ 1 1.,



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb | 73

Ejemplo
En el circuito de lafiguralas corrientes en las bobinasy el potencial en el capacitor i,, i,, v verifican

1
0O 0 -=—
ip’ bol(in ,_i
L, R . 1
I2'=] 0 _L_z L_z [I2]+ 0 V()
V' 1 1 \% 0
c ¢ O
i " * oy
— —»
¥ Y
Y _—
L
83, Ry2, (2 1 _R_
Pad) =2 +|_2/1 +C(L1+Lz) t L,

El polinomio caracteristico es

a) Si lasalidaes el potencia en laprimerabobina y(t)=-v+ V(t):

C=(0,0,-1),d=1CB=0, CAB:—& , CA2B=0
1

y laecuacion es

R_y=v"+ L—FZV(t)" + CLLZ V()

R 1(i+i) '
Y +eogn

my Ry 1
y L2y clL 'L,

b) Paralasdlida vg = Ri5 :
C=(0,1,0,d=0 CB=0, CAB=0, CA?B= R
CLyL,

y laecuacion es

VR" + D vR" + l(i+i)v =Ry, —LV(t)
RTL"R Tl "L/R 7oL R™cL

Nota
Se sabe que lamatriz A satisface un polinomiominimal ma(A) =A™+ ¢ A™ 1 + . + ¢y, - M(A)=0con
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m < n. En €l teoremaanterior, con igual demostracion, se puede reemplazar pa(Ad) por este polinomio,
obteniendo que la salida satisface una ecuacion de orden eventualmente menor.

Ejemplo 3 Suspension de un movil

En un giemplo anterior se estudié € sistema que satisface la suspension de un movil

, o 1 0 0 0

Y1 kb ok b Y1 0

y2l _ my m, my my Y2 + f(t)

va' 0 0 0 1 || ys 0

vo') | b kel b |ly,) | 2

mom m, m, T
El polinomio caracteristicoes A% + b(i + i))@ + (ﬁ L k—Z)AZ b Dy lke
m o om, mom om mm " mm,

Si lasalidaesel movimientovertical del chasis y=y;, =CY donde C=(1,0, 0, 0), suecuacion es

y"t+ay'+aytagy +asy
= CB(f"+af"+ayf'+asf)+ CAB(f"+a f'+af)+ CA2B(f'+a,f)+ CASBf

Calculamos los pardmetros de Markov : C A B

o 1 0 o0
Ky b ky b
ac| ™ TR W | Bsf00.0 2V coqw 0,0 05
l o o o 1 ‘{"’m_z}'c‘{"'}’
k_1 i _k1+k2 b
m, m, m, m,

{c.B, c.A.B, c.A.A.B, c.A.A.A.B}

bk, K2 :g*rk{mbm)}

oo mm m

Con esos pardmetros la ecuacion de lasalida es

I o1 om, (K, ki k)ou, bk . kk bl ¢0 . kik
y +b(—+—)y +(_1+_1+_2)y PL BV L BV L B AL L A
mom moom o m my mp mym, 7T mym, my mp
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Ejercicio
En el circuito de lafigura, considerar como variablesdeestado i, y V¢, y como salidalacaida de potencial
en la segundaresistencia. Mostrar que

RiR, - R, R,
VR, = — L — Ve + V(t
Ry Ri+tR, - R+R, CT R+R, (®

y hallar la ecuacion que satisface.

Ejemplo

En el circuito de lafiguralaentrada es una corriente 1(t) .
En lafiguraderechasetiene |(t) =0 oseael sistemasin accidn externa
Consideramos como variables la corriente en labobina iy losvoltajes en los capacitores vy, vy .

a) El sistemade ecuaciones es

_R_1 12 R
| L L L ] L
1
Vl:C—100v1+_Ci1|(t)
Vo 1 Vo
S 0 O 0
. . P 3 R 2 1(1 1 .
y €l polinomio caracteristico p(d) =2 +TA +E(C—+C—)/1 esinestable.
1 2
0 0
Laraizinestable A =0 producee autovector | 1 | ylasolucionconstante Xo(t)=| 1
-1 -1

Este vector de estadosda i(t) =0, vi(t) =1, vo(t) = -1 y hay energia que no se disipa.
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b) Si exitamosel sistemausando estaraiz; |(t)=1=1e°" unasolucion particular sera de laforma
Xp(t) = Ko + K1 t que colocadaen laecuacion X'= AX +B dalas condiciones

AKi =0, AKo=K; - B

1
0 « TTXT YT e o~
Ki=| b y Ko—[Y] con c X = b+ci
1
- z
b Ly -b
2
Es compatible indeterminadoy unasoluciénes b= ——+—, x= =2 = R& =0
P y T+ G T g+ G y_c1+c2' -
C, 0
Ci+C, 1
y lasolucion particular Xp(t) = RS [+1t] ~c+c, ytodasson X(t) = Xp(t) + Xo(t)
Ci+C, 1
0 C+ G,

donde Xo(t) es solucion del homogémeo que es acotada. Los voltajes en los capacitores verifican
lim Lo Vi(t) = =00 , im0 Vo(t) = 400

y se cargan en formaexplosiva.

¢) Siconsideramoslasdida y=v;=(0, 1, 0) X setienen lospardmetrosde Markov

__ 1. (L _R . cpp_(_R _1 _1\g__ R 1
CB=-2; CAB_(Cl,O,O)B_LCl, CA B_( = e Lcl)B_ Ge e

Recordemosquesi p(A)=A%+a; A%+ apA+az entonces laecuacion es
y"+ary'+ay' +agy=CB f"(t) + (@ CB+ CAB) f'(t) + (22CB+a; CAB+ CA?B) f(t)

Luegolaecuacionde v; es

v'“+5v"+1(
1 Lt L

LS S VO SO |
C—1+C—2)vl_ AR ror (U

Ejercicio
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En el circuito de lafiguralaentrada es un voltaje V(t) .
En lafiguraderechasetiene V(t) = 0, 0 sea, € sistemasin accidn externa.
Considere como variables la corriente en labobina i y losvoltajes en los capacitores vy, Vo .

Muestre que el sistema que verifican es

0 0 -=0 R
L
X'=| 0 “Re, 0 X+ _% [(t)

1
C

y que el polinomio caracteristico es inestable

84+ L 2, 1 1 _(2y L 1
P@) =A%+ Rcl’1 + ch/\+ RLClCZ_(/\ + ch)(k+ RCl)

Halle laecuaciéon de vy .

Ejercicio

En el sistema mecanico del esquema, se gjerce una fuerza horizontal f(t) sobrelamasa m,yla
masa m, es despreciable. Las ecuaciones del movimiento son

mx"=-kx+b(x;"'=x") + (1)
My X1"=0= _kl X1 — b(Xl'— X')

Escriba el sistema en variables de estado, estudie la estabilidad y halle laecuaciéon delasalida  x.
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PLANO DE LASFASES

Para discutir con precision la geometria de un sistemade orden 2 es conveniente tener en cuenta |l os siguientes puntos.

a a a &
1. Sea ulz(bi), uz:(bi) una base del planoy M:(bi bi)

El angulo a entrelosvectores u; y W, verifica O<a <,

up.u .3, +b b a;.b, - ab det(M
cosq = St _ Adthhb, y Sena,:\lz by | _ [det(M)]
[Ua] | U] [u] [ W] [ug] [ Wy [ U] [ Uy

la) S det(M) >0, calculando obtenemos R, (u;) = ( cosa —sena ) ( & ) = Ll ( & ) = Ll

sena cosa J\by ) Tuwllby ) ful 2

osea, a girar en sentido antihorario u; un angulo «, obtenemos un mdltiplo positivode uy;
labase sedice directa.

a a
1b) Si det(M) <0, calculando llegamosa FLa(ul)=( cosa sena)( l)— M( 2)— |4l

= =y,
—sena cosa J\by ) 1wl by ) w2

0sea, al girar en sentido horario u; un angulo «, obtenemos un mdlltiplo positivode uy;
labase se diceindirecta.

a b
Labase ulz(o), uzz(c) esdirectasiysdlos ac>0.

Si unabase uy, U, esdirectaentonces paracada angulo 6, labaserotada Ryu;, Ryu, esdirecta.
En efecto, €l &hgulo a se conservapor rotacion, ysi R,(u;) =Auy con A >0 entonces
RyR.(U) =ARyuz 0 R, Ry(up) =ARyu, ylabase Ryu, Ryu, esdirecta

2a) Sea det(M) >0, 0sea labase uj, u, esdirecta

a ab
Sea 0 €l angulo que verifica 0<6< 2, Rg(u1)=(o), a> 0. Entonces R9M=(O c) con ¢>0.

ao le
Con lainversade la homoteciano homogénea H, ¢ = ( 0 c) lamatriz queda Hyt ot ReM = ( 0 1)
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le 10
Finalmente, con €l inverso del trasquilado Te = ( 0 1) obtenemos T_. Hyr1 o1 RgM = ( 01 )

Despgjando M obtenemos M =R, ,_¢ H,,, Te, €s decir, latransformacion lineal dadapor M esla
composicion de un trasquilado, una homotecia no homogenea y una rotacion.

2b) Sea det(M)<0 ,o0sea labase up, U, esindirecta

10
Consideremos la simetriarespecto del gje x: S:(O 1 )

Entonces det(SM) >0 y, por 28), SM = Ry,_gH,, Te; como S=S1, resulta M = SRy, gHay Te -
Luego, latransformacion lineal dadapor M esla composicion de un trasquilado, una homotecia no homogenea,
unarotacion.y una simetria.

X1 (1) a1 %) a
3.Sea X(t =( ) unacurvaen el plano; sea u =( ) _( ) unabasey M =( )
© Xo(t) P Ty t b, y by by
Si las coordenadas de la curvaen estabase son Y(t) = ( )):18 ) entonces
2

az) (a1Y1(t)+aZY2(t)=(al az)(yl(t)

XO=Y1OU + Yot = Y1( by ) " )/2( b, b1 y1 (1) + by y2 () by by J\ yo(b) ) =MYE

Lacurva X(t) eslaimagen por latransformacion lineal dada por lamatriz M delacurva Y(t) .

Silamatriz M tiene determinante positivo, o sea, labase u;, U, esdirecta, M escomposicion
de un trasquilado, una homotecia no homogeneay una rotacion.

Si € determinante de M es negativo, o sea, labase u;, U, esindirecta, M es composicion de un
trasquilado, una homotecia no homogenea, una rotacion y una simetria.

Algunos ejemplos graficos, nos permitiran apreciar el efecto de diversas M, sobre una curva.

Ejemplos

tcos(2t)
tsen(2t)
L as transformamos, sucesivamente, por una simetria respecto del gje vertical, unarotacién de 90°, una
homotecia no homogénea, un trasquilado y la composicion de todas ellas.

Con la simetria, quedan las imégenes especulares, y €l recorrido se simetriza. Con |as otras transformaciones,
sufre cambios de posicién y deformaciones.

L _ _ L
R (S P ot s P ) A e B A R O B R M P
G aphi csGid[{Tabl e[
ParanetricPlot [M[[i]]. {t Cos[2t], t Sin[2t]}, {t, O, 2x}, Axes -» False], {i, 1, 6}1}]

Graphi csGid[{Tabl e[ParanetricPl ot [M[[i]1].{t Log[Abs[t]], t},
{t, -1, 1}, Axes -» False], {i, 1, 6}1}]

QOE | @=

San(t):( ) unaespira y Z(t):(tlo?ltl) unaletra S .
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AN e

Lasimetria es unatransfromacion que esconde su compljidad.
1. Lapalabra ambufancia , se escribe en el frente del vehiculo aludido, con su imagen especular.
Intente hacerlo y vera que, lo mas fécil, estomar un espejo y copiar lo que seve.
2. S frente a un espegjo, aega de su nariz € dedo indice, la imagen especular del dedo se acerca a usted.

Plano de lasfases

Consideremos un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
X1'=a11 X1 +ap X ,
{ , X'=AX

X' =ap X1 + axn Xz

X1(H)

Cadasolucion  X(t) = ( Yol(t)
2

) se puede interpretar como unacurvaen €l plano.

0
Laconstante nula X(t) = ( 0 ) es una solucion y es un punto de equilibrio del sistema.

Las curvas solucion dependen de t y sellaman las "trayectorias' del sistema.

Eliminando este parametro obtenemoscurvasen Xy, X, llamadas "6rbitas’ del sistema.
Trataremos de visualizar las trayectoriasy las Orbitas para cada sistema, de manera de obtener un
“retrato” de cada uno.

Latrayectoria constante nula se sobreentiende y no se la menciona en la discusion.

I. Caso no degenerado
Escuando det(A) + 0 y entonceslamatriz A tieneraices caracteristicas A1, A, nonulas.

A) 11, A, sonrealesdistintas.

a a
Lamatriz se diagonalizay se puede elegir una base directa de autovectores u; = ( bl ) yUp = ( b2 ) ;
1 2

a &

seaM:(bl by

), det(M) > 0. Lastrayectoriasson
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X =ciupett+coupetet y X(0)=cpU; +Cy Uy

. y1() creM!
Enlabase u;, U, las coordenadas de latrayectoriason Y(t) = ( ) = .
ya(t) cp e'et

Para eliminar el pardmetro t tomamosvalor absoluto

Ivi|=|c| et [y2]=|cz| et =
|Y1 |/12= |Cl |/\2 e)tl/lzt, |y2 |/11= |C2 |/\1 e)tl/lzt

Dividiendo estas dos Ultimas expresiones, eliminamos t y obtenemos las ecuaciones de las érhitas.

Si ¢;=0, y,=0;laodrbitaesd ge y; yhay dostrayectorias sobre ella.

S c#0, |yil* = % 1y2 | = kiy, M donde k=0 y depende delaposicion inicial;

para k=0, ladrbitaesel ge y, y hay dostrayectorias sobre él;
para k> 0, ladrbitaes simétrica respecto de ambos gjes y porta cuatro trayectorias.

Lasfiguras de més abgjo aclaran lo dicho.

A1) A1 <2, <0 e sistemaesestabley %>l.
A2

A

Enestecaso Y(t) semuevealolargodelacurva 1y;1=K" 1y, |X_2 gue es tangente en el origen
a ge y, ysepareceaunapardbola. Si A, =21, esuna parabolaacostada.

Por ser estable, lastrayectorias se acercan al origen para t - +o0, tangencialmente a gje ;.
llustramos, para A; = -2, A, = -1, algunas 6rbitas.

Para hallar las trayectorias en las coordenadas originales (X1, Xo) hacemos la transformacion
lineal del plano X(t) = M Y(t) ; como la base de autovectores es directa, esta transformacion lineal
consiste en una composicién de un trasquilado, una homotecia no homogénea y una rotacion.
Lastrayectoriasse acercan a (0, 0) en formatangente al autovector u, asocidoa A, .

Esta configuracion se llamanodo estable.

Ejemplo X' (_0'5 L )
emplio =
1emp 01 -04
) -0.5 1
Ei gensystem[( 01 _0.4)] // N
( —0.770156 —-0.129844 )
{—0.965391, 0.260806} {—0.937814, —0.347138}

Es estable con autovaloresreales A1 ~ —-0.77, A, ~-0.12.
Elegimos|os autovectores u; ~ (0.96, —0.26) y U, ~(0.93, 0.34) que forman una base directa.
Graficamos las trayectorias en coordenadas (y1, Y2) Y encoordenadas (X1, Xp) .
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datal = Table[{-0.77x, -0.12y}, {x, -0.5, 0.5, .5}, {y, -0.5, 0.5, .5}];

data2 = Table[{-0.5X+ Yy, 0.1x-0.4y}, {x, -0.5, 0.5, .5}, {y, -0.5, 0.5, .5}1;
gl = ListStreanPl ot [datal]; g2 = Li st StreanPl ot [data2];
G aphi csGid[{{gl, g2}}]
3.07\\‘5“\;\““\““\“‘ 3.0\““\“‘\“‘\““\
SN Ty
F o N T r I e N N N
RN s N N N
— ~ 4/"/(4 L ~ ~w >~
251 :\‘\:E:i\l 'i?i::w - \\:\:\\\t‘\&\\\\
T — e B ~_ T NN o
—— ~ - L e —
— | St SN G
fF—— . . l e r \\\\\>  — ~—
20} _ 20F —w T e T
L — ——— e ] L \\»N >/\ \\\\\\ 1
e ~— D \‘“—»7 \\‘Q\\\\
e ~———— I \ ~ \\ 4
e _ - /(\ S~ T~ T
H,’y’”//‘ \\‘\HHK [ — ( i \\\\\\\\\ 7
L — //'/'/4 | \\‘\\R‘\ s /(’( \\ . ~ ~ \\ ]
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. Vi \,\\ N \ ™~ D N ~
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1.0 15 20 25 30 1.0 15 2.0 2.5 3.

As) 0< Ay <A, Elsistemaesinestable.

Las Orbitas son las mismas que en €l caso anteriory X(t) se mueve aejandose del origen.
Esta configuracion se llamanodo inestable.

A3) A1 <0<,

Las coordenadas verifican 1y;1"2 = k 1y, ™ yentonces 1y 12 1y, =Kk,
Si k=0, las6rhitassonlosejes y; e Yy, Yy hay dostrayectorias sobre cada uno.

Si k>0, las orbitas se parecen a dos hipérbolas conjugadas, y hay dos trayectorias sobre cada una.
Para A, =—2A; =1, graficamos varias trayectorias.

-2-10 1 2

Ladrbita en que se mueve unasolucion  X(t) es, genéricamente, similar a una hipérbolay son
hipérbolassi 1, = — A, = 1. Tienen asintotas que son los gjes asociadosa u; y U, . Esta
configuracion se llamauna ensilladura. Ademas Xy (t) = ¢y up ety Xo(t) = Gy Up e'2!

son trayectorias sobre |os autovectores: las primeras se acercan a origen y las segundas se algjan.

-05 1

Ejemplo X =( 01 O.4)X'




Ei gensyst em[(

({-0.6, 0.5},

-0.5 1
0.1 0.4

)]//N

{{-0.995037, 0.0995037},

Esinestable con autovalores. 1, =-06 vy

A, =05
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(-0.707107, -0.707107}})}

Elegimoslos autovectores u; ~(0.99, —0.09) y u, ~ (0.7,0.7) que forman una base directa.
Graficamos las trayectorias en coordenadas (yi, Y2) Y en coordenadas (X1, Xo) .

datal = Table[{-0.6x, 0.5y}, {x, -0.5, 0.5, .2}, {y, -0.5, 0.5, .2}];

data2 = Table[{-0.5x+ vy, 0.1x+0.4y}, {x, -0.5, 0.5, .2}, {y, -0.5, 0.5, .2}1;

gl = Li st StreanPl ot [datal]; g2 = Li st StreanPl ot [data2];

G aphi csGid[{{gl, g2}}]
o e ] T I
ﬁ2?§§§2@q“v§§siiﬁi :ij/iigﬁ?i322?%;;
sf NN g e e
[ i e et // [~
?ﬁﬁé// /C/I\\\\\\ N T e e 4/7///// (1
e e R e e (NS
e N SN e =
ESS\a R N =
2NN\ (e e e e
NN e e e e T
NN AR IRY et

B) Losautovaloressoniguales 2A; = A, Yy hay unabase de autovectores.

Las Orhitas son rectas por
Bl) Al = Az <0.

el origen.

Cada trayectoria no nula se mueve en una semirecta hacia el origen.

Bz) 11=A2>0

Cada trayectoria no nula se mueve en una semirecta alejandose del origen.

Demostrar que este caso se presentasi y s6lo si lamatriz del sistemaes (

A1 O
0 A

):/lll
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datal = Table[{-Xx, -y}, {Xx, -0.5, 0.5, .5}, {y, -0.5, 0.5, .5}1;
data2 = Table[{Xx, y}, {x, -0.5, 0.5, .5}, {y, -0.5, 0.5, .5}1;
gl = ListStreanPl ot [datal]; g2 = Li st StreanPl ot [data2];

G aphi csGid[{{gl, g2}}]
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e NS B R = / }§§5:§ ]
e IS N
N INSEE NS
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ot 7 /P THITVNNNNANN T L7727 VNN

C) Losautovaloresson igualesy la matriz no se diagonaliza.
Sea uq, Uy unabasedeJdordan: Au;=au;, AUy =U; +aUp.

Veamos que una base de Jordan es directa si y sélo si todas las bases de Jordan son directas.
En efecto, sean up, U, Yy U'1, U’y dos bases de Jordan.

Necesariamente u'; =Au; con A+0; AQU)=AAU) =AU+ aU)=U1+a@U) VY
Au', =U'1 +aUu's . Restando queda A(u's —AUup) =a(u', —AUp). Luego u', —Aup = Buy,
por lotanto det(u'y, u'y) = det(d ug, A Uy + S up) = det(d ug, A Up) = A2 det(uy, Uy).

Por lotanto uy, U, esdirectasi ysolos u'y, u', esdirecta

Luego, no siempre serd posible elegir una base directa. Esto esintrinseco del sistema.

Lastrayectorias son
X(t) =C1 ul(e‘“ + Cz(tul + Uz)(eat

Las coordenadas de este punto mévil enlabase uy, Uy son (Y1, Yo) = ((C1 +1Cp) e, cret).

oo Yio¢ )

De ahi %:H;—l y entonces y2=c2ea(3_3) y |y2]=1Co1 e“(z_a .
2

Tomando logaritmoy despejando, obtenemos la ecuacion general de las Orbitas.

S ¢, =0, laodrbitaes y, =0, con dos trayectorias sobre élla;

Si c;+0:ladrbitaes y; = éyglog|y2|+(—|°g;—%'+ ;—1) Y2, con dos trayectorias sobre ell&

esta funcién es impar; como tiene derivada co en y, =0, su gréficaestangente, en el origen, a ge yi;

la convexidad depende del signo de .
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Las gréficas de las drbitas en las coordenadas  (y1, Yy») son:

comolaletra S,s a espositivo, 0 sea, cuando €l sistemaes inestable;
comolasiméricadelaletra S,s @ esnegativo, que corresponde a un sistema estable.

gl = ParanetricPlot [{t Log[Abs[t]], t}, {t, -1, 1}, Axes - Fal se];
g2 = ParanetricPlot [{-t Log[Abs[t]], t}, {t, -1, 1}, Axes - Fal se];
G aphicsGid[{{gl, , g2}}]

Para las gréficas de las drbitas en las coordenadas (Xy, Xo):
si las bases de Jordan son directas, |as 6rbitas son similares alas obtenidas en coordenadas (y1, Y»);

si las bases son indirectas, las érbitas son las simétricas de |as obtenidas en coordenadas  (y1, Y2).

Resumiendo, en total se tiene cuatro casos:

caso 1: el sistemaes estable y las bases de Jordan son directas; las 6rbitas son como lasimétricade S .
caso 2: €l sistemaes estable y las bases de Jordan son indirectas; las 6rbitas soncomo S .

caso 3: €l sistemaesinestabley las bases de Jordan son directas; las 6rbitassoncomo = S .

caso 4: €l sistemaesinestabley las bases de Jordan son indirectas; las Orbitas son como lasimétricade S .

Ejemplo

1 1
El sistema X'=( )X es estable con autovalor —1 dobley Gnico autovector (1)

-10
1

0
1), U = ( 1) que es directay las trayectorias son

Unabasede Jordanes u; = (

1) 0 1 L C1+Cpt _
X(t):Cl(l)e t+02[(l)+t(1)]e t_(c1+cz(l+'[))8t

. t
L as coordenadas de este punto mévil en la base de Jordan son ( 51 ) = ( @ z K ) et
2 2

Estamos en el caso 1. Obtenemos los retratos en |os dos sistemas de coordenadas.
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datal = Table[{- x+Yy, -y}, {X, -0.5, 0.5, .2}, {y, -0.5, 0.5, .2}7;
gl = Li st StreanPl ot [datal];

data2 = Table[{-2x+ Yy, -Xx}, {Xx, -0.5, 0.5, .2}, {y, -0.5, 0.5, .2}7;
g2 = Li st StreanPl ot [data2]; G aphicsGid[{{gl, g2}}]
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Ejercicio

a) Estudiar e sistema X =( 1 -3

) X yredizar losretratos correspondientes. (Caso 2).

b) Idem con X‘:(_Z1 é)x (Caso 3).
c) ldem con X‘:(l _0 )X (Caso 4).

D) 21, A, compleos conjugados

Sean las raices caracteristica ¢+ i 8 con B>0.Para a <0 esestabley para a = 0 esinestable.
Sea h; +ihy unautovector complegjoasociadoa a—if: A(hy+ihy)= (a—-iB)(hy+ihy)
Luego, enlabasered {h;, hy} setiene Ahy=ahy+8h, y Ah,=-Bhy+ah;

a —f
o o)

S M ={hy, hy} eslamatrizdecambiodebase, entonces M-t AM :(

Si elegimosotro autovector hy +ih, correspondientea @ —ipB entonces hy +ih, =@+ib)(hy+ihy).

. a
Lamatriz de cambiodebasede {hy, hy} a {h;, h2} es( a ),quetimedeterminantepositivo.

b

En consecuencia, labase {hy, hy} esdirectasiysolos {hy, hy} esdirecta
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a —
El sstema X'=AX enlasnuevascoordenadas X=MY es Y':(B f)Y.

Para hallar |as soluciones de este sistemna usaremos coordenadas polares:

Vi'=ayi-B8Y.

{ y1 =1 (t) cos 6 (1)
, queda
Y2'=BYyitays

derivando y usando la ecuacion

Y2 =r(tysen 6t Y {
rcosf—-rsenf 0'=arcosf— Grsend
r'senf+rcosf 0'=prcosf+arsend

Multiplicando la primera por cosé, lasegundapor sen 6, sumando y simplificandoqueda r'=ar .
Por lotanto r = ke®!. Colocando esta funcién en la primera ecuacion y simplificando obtenemos
0'=pB yporlotanto 6=8t-6.
Lastrayectorias son

cos(ft—9)

Coso
sen(Bt—9) )

— at
Yt)=ke ( _sens

) . o=k

que dependen de dos constantes, que se pueden determinar con las condicionesiniciales.

cos(ft— o)

Lacurva (sen(ﬂt—&)

) recorre la circunferencia de radio 1 con velocidad angular constante 8 > 0.

Si a+0,k>0, e factor ke®! modificaladistanciaal origene Y(t) recorre unaespiral en sentido antihorario.
Si a <0 d punto se mueve hacia el origen : espiral estable

Si @ >0 € punto se mueve haciainfinito: espiral inestable.

Si @ =0 lastrayectorias Se mueven sobre circunferencias con centro en el origen.

Volvemos alas coordenadas candnicas mediante X(t) = M Y(t) .

Silabase {hy, hy] esdirecta, lo cual, segiin se vio, no depende del autovector h; +ih, elegido,

el movimientoen laespiral, en las coordenadas candnicas {xi, Xz}, esen sentido antihorario. Si labase esindirecta,
las espirales sufren unaimagen especular y se recorren en sentido horario. Este sentido de recorrido de las espirales
en coordenadas {Xi, Xo} esintrinseco del sistema. Damos gjemplos de ambos casos.

= NP

11

1 -1 -
Ejemplo Analizamos|os dos sistemas X'=( )X y X'=(

N
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il

{Ei gensyst em[( 1 _ll )] Ei gensyst em[

N| -

—i 0 -
El primero esinestable; parad =1 —1i un autovector es hz( ):( )+i( ) queda
labasedirecta [0,
abase weca(l),( 0 )

Luego, las espirales inestables, en la base candnica (X1, X2) , Serecorren en sentido antihorario.
1. i 0y (1

El segundo es estable; para A = -5 —1 unautovector es h=(1)=(1)+|(0) que dauna

base indirect 0 !

asein weca(l), (O)

Luego, las espirales estables en la base canénica (X3, Xp) Se recorren en sentido horario.
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datal = Table[{ x-y, x+Vy}, {Xx, -0.5, 0.5, .3}, {y, -0.5, 0.5, .3}1;
1 1

data2=TabIe[{——x+ Y, -x——y}, {x, -1, 1, .3}, {y, -1, 1, -3}];
2 2

gl = Li st StreanPl ot [datal]; g2 = Li st StreanPl ot [data2];
G aphi csGid[{{gl, g2}}]

T I e T
===\\\EEE===N00W
e NNRR N0\
P11} V== N\
S\l Ik
N N\ AR =\
N e AR
yanN—=amii\\~——
NS NS
SHTTIANSS== | JINNNNNSE=
BN e AN S ==
Ejemplo

Consideremos el circuito de lafigura.

Sean i, lacorriente en labobina, vc ladiferencia de potencial en el capacitor y V(t) el potencial
deentrada. Las ecuaciones son:

L1 1 .
Vc RC c Ve = . .
(iL')z[ 5 o](‘L)+(Roc)v(t) Yoo a=At gt g

Es siempre estable. Consideramos varias constantes fisicascon V(t)=0.

a R=1Q,L=1H,C=1F

Ei gensyst em[( _11 _01 )]

({5 (2+av3). 2 (21-2v3)} ({5 (-1+393). 1} [ (-2-5v3). 1))
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1 . 1 V3

— 1(_1-ivV3 _= _

Laraiz —%—iTs tiene el autovector [2( ! )) que dalabase directa [ 2)[ 2 )
1 1

Lastrayectorias

Ve “loos Y2t Y2 gn Y3 ¢ “leen 3 L V3 s ¥i ¢ .
_ 2 2 2 2 2 2 2 2 ——
(. )—[Cl + Co ]@ 2
't cos 2t sen X2 ¢

2 2

son espirales estables recorridas en sentido antihorario.

b) R=20, L=1H, C=1F

. o “2 -1
{b, j} = JordanDeconposi tion [a: ( - )]
Inverse[b].a.b // MatrixForm

{{{711 l}, {11 O}}, {{711 1}1 {Or 71}}}
-1 1
o 1)

-1 1 o , Ve -1 1-ty _
Una base de Jordan es ( 1 ) (0) que esindirecta. Lastrayectorias son (i ):[cl( 1)+Cz( ¢ )]e t
L

Es un sistema estable con base de Jordan indirectay por lo tanto las érbitas son comolaletra S

1 1
9 R=10,L=iH,C=1F



Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |91

Ei gensyst em[( _23 _01 )]

{{721 71}1 {{717 1}7 {711 2}}}

Es un nodo estable.
-1

-1
1 )e_2t+( 5 )e“ y las 6rbitas son cuasi parébol as.

. Vc
L as trayectorias son ( i ) = cl(
L

I1. Caso degenerado

Consideremos el caso degenerado: det(A) = 0. Por lo tanto un autovalor es cero. No es estable.
a) Si A tieneunautovalor nonulo A; entonceslamatriz se puede diagonalizar.

Sea uy, Uy unabase de autovectores: A(up)) =A;u; Yy A(up) =0 .

Lasolucion general del sistemaes:

Xt =cruy et 4 Co Uz

El punto se mueve sobre unarectaparalelaa u; acercandosea punto co U, S A3 <0
y algandosea o« s A, > 0.

Ejemplo

-2 1
Consideremos €l sistema X'=( 5 _1)X

Las trayectorias se acercan en formalineal a puntos sobre larecta generadapor V, .

Ei gensyst em[( _22 _11 )]

{{731 0}1 {{711 1}1 {11 2}}}

-1 1 1 -1
Lastrayectorias son X(t):cl( 1 )e‘3‘+cz(2) Se acercan a Cz(z) sobre laparalelaa ( 1 )
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data =Table[{-2Xx+ Yy, 2x-Yy}, {x, -1, 1, .1}, {y, -1, 1, .1}71;
Li st StreanPl ot [data]

20
N\

SENNNNN

1o} DO

/|
/
/
/
/
/
/
/
S S S S S
S S S S

/
7,
g
/.
7
Z
v
v
S
g

Consideremos el siguiente circuito

Las ecuaciones son

L1

P,
L&J
@, Vit ELE

iy (O
E (E)Jr[i)"(t) y o=+ R+

Lo

L2

El sistema es degenerado e inestable pues A = 0 esraiz. El autosistemaes
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L 1
1 1 2
M= L_1+L_z)’”1‘(|_1+2|_2) y )‘2‘0’”2‘(1)

. Lo i 1 . 1
Lastrayectoriason Xp(t) = cl( Li+2L, ) ettt + cz( l) Yo lime e Xo(t) = cz( 1)

01
b) Si ambos autovalores son nulos, pero la matriz no es nula, lamatriz de Jordan es ( 00 ) .

Unabase de Jordan verifica up, u;: Au; =0, Au, =uy ; lastrayectoriasson
Xo(t) =CLUp + Cz(t Uy + Uz)

Las Orhitas son rectas paralelas a Unico autovector u;.

Eiemplo x'=( 2 4)x
jemplo —(_1 2)

1
) ; las trayectorias son

2
El polinomio caracteristico es A2 y una base de Jordan es ( 1 ) ( 1

x(t)=cl(i)+02(‘(i)+(i))

Tipos estructuralmente estables einestables

Consideremosun sistemalineal deorden2 X '= A X no degenerado, es decir det(A) + 0.
Es claro que bajo pequefias perturbaciones de A, se preserva el tipo en |os casos siguientes:

a) Autovalores reales distintos ambos negativos: nodo estable

b) Autoval oresreales de distinto signo: punto de ensilladura

¢) Autovaloresreales distintos y ambos positivos: nodo inestable
d) Autovalores complejos de parte real negativa: espiral estable
€) Autovalores complejos de parte real positiva: espiral inestable

Decimos que son estructuralmente estables.
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Bajo pequerias perturbacionesde A puede cambiadl tipo en |os casos siguientes:

a) Losautovalores son realesiguales
b) Los autovalores son imaginarios puros.
¢) Un autovalor es nulo.

Son estructuralmente inestable. Ejemplificamos estos Ultimos.

Sea e un nimero positvo pequefio; perturbaciones pequefias pueden ocurrir dando:

q -1 0 dos establ -1 € ., (-1+e¢ O )
a)e(o_l)noos es (6 _1)0( 0 _1_6),

b) de (0 _01) una S (_01 _el);

1

0 -1 . , +e -1
c) de (1 0) espirales estables o inestables ( )

1 =e

0

0
0) nodo estable (0

0 . -10
_E) o unaensilladura ( E).

d) de ( 0

Sistemas no lineales

X' = f1(xq, X2)
X" = fa(x1, X2)
en los cuales lafuncion constante es solucion:  f1(X1, X2) =0, fa(xg, X2) =0.

Dado un sistemano lineal { buscamos |os puntos de equilibrio, que son los puntos

"Linealizamos" el sistematomando el Jacobianode f;, f, enun punto de equilibrio.

Estas linealizaciones, en general, reflejan el comportamiento del sistema localmente.
Veamos dos gjemplo clasicos ilustrativos, sin entrar en detalles.

_ X1'= =X + (a— X% — %?) X _
1. El sistema esno lineal.

X' =X+ (a- %2 - %%) %o

L, . . . . . X1'=aXy — X
El anico punto de equilibrio es €l origeny € sistemalineal asociado es ,
Xo =X1+ aXo
Lasraices caracteristicasson a+ i

Si a<0 es estable con espirales convergentes. Veamos el gréfico del sistrema no lineal, cerca del origen.



a=-1; data=Table[{-y+ (a-x*-y?) x, x+

Li st St reanPl ot [data]

Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb |95

(a-x2-y?)y}, {x, -2, 2, .2}, {y, -2, 2, .2}];

oF \
5L O\

L e . .

—

-

S~
10 ——>— — —
— :

—_—

-—

-~

~_

Si a>0 sonespiralesdivergentes.Veamosd grafico del sistremano lineal, cerca del origen.
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a=1; data =Table[{-y+ (a-x?-y?)x, x+ (a-x*-y?)y}, {x, -2, 2, .2}, {y, -2, 2, .2}];
Li st St reanPl ot [data]

J \\

M2
Wiz

ol N N =

N/Zn N NS
NGNS
IESNUETINS

En este caso, aparece una solucién  x;(t) = acost, x(t) = asent que es un ciclo, que es "estable”, pues todas las
trayectorias
se acercan a él, seguin probaremos. En efecto, utilizando coordenadas polares x; =rcosf , xo=rsen § € sistemaes

{r'cose—rsenee':—rwne +(a- r?)rcoso

r'sen 6+ rcosd §'=rcosd +(a— r?)rsen o

Multiplicando la primerapor cos@ Yy lasegundapor sené Y restando queda r‘=(a—r2)r cuyasolucion es

r?= r ary’ con ro=r(0) #0

02+(a—r02) o 2at

lo cua pruebaque lim;_, . r(t)=a ytodatrayectoriase acercaal "ciclolimite", queeslacircunferenciaderadio a>0.

X' =Xy
2. El sistemade Van der Pol { , o esno lineal.
X2 =—X1+,U(1—X1)X2

El origen es el Unico punto de equilibrio y la constante x;(t) =0, Xx(t)=0 essolucion.
Con el Jacobiano en el origen, obtenemos el sistemalineal

X1'=Xo
Xo'=—=Xp + U X2
Se obtienen distintas configuraciones variando €l valorde u .

Para 0<u <2, € sistematiene raices complejas, con parte real positiva, y por ello esinestable.
Para -2< u <0, tieneraices complejas con parte real negativay por ello es estable.
Graficamospara u = +0.5 y se aprecian las espirales divergentes o convergentes respectivas, cerca del origen.
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datal = Table[{y, -x+0.5 (1-x?)y}, {x, -3, 3, .5}, {y, -3, 3, .5}];
gl = Li st StreanPl ot [datal];

data2 = Table[{y, -x-0.5 (1-x?)y}, {x, -3, 3, .5}, {y, -3, 3, .5}];
g2 = Li st StreanP| ot [data2?];

GraphicsGid[{{gl, 92}}]
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Para 2<u tieneraicesreales positivasy es un nodo inestable.
Para u< -2 tieneraicesreales negativasy es un nodo estable.
Para u= + 3 graficamosel nodo inestable y estable respectivo.
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datal = Table[{y, -x+3 (1-x?)y}, {x, -1, 1,

gl = Li st StreanPl ot [datal];

data2 = Table[{y, -x-3 (1-x?)y}, {x, -1, 1,

g2 = Li st StreanPl ot [data2];
GraphicsGid[{{gl, g2}}]
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Para u=2 tieneraices coincidentes reales positivasy no es diagonalizable.
Para u = -2 tieneraices coincidentes reales negativasy no es diagonalizable.
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datal = Table[{y, -x+2 (1-x?)y}, {x, -1, 1, .2}, {y, -1, 1, .2}];
gl = Li st StreanPl ot [datal];

data2 = Table[{y, -x-2 (1-x%)y}, {x, -1, 1, .2}, {y, -1, 1, .2}];
g2 = Li st StreanPl ot [data2];

GraphicsGid[{{gl, g2}}]
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Ejercicios

1. @) Hallar lasolucion general delaecuacion  x™ +4x"+5x'+2x=2—-t
b) Resolver y graficar 2x™+ 7x"+7x'+2x=te™, x(0)=0, x'(0)=1, x"(0)=-1
¢) Resolvery graficar x™ +2x"—-x'-2x=1, x(0)=0, x'(0)=0, x"(0)=0
d) Resolver y graficar X" +x"+x'=e', x(0)=x'(0)=0, x'(0)=1
) Hallar lasolucion general de x® +5x® +8x@ + 7x'+3x=0
f) ¢ Cudles de las ecuaciones dadas son estables ?

2. @) En € circuito que sigue demostrar que la diferencia de potencial en el capacitor vc verificalaecuacion

1
RC

1
LC

C?vm gl‘ —

b) Hallar lasolucion para R=1Q, C=%F, L=1H, vih=te 'y vc(0) =Vvc'(0)=0.

Ve + Ve'+ vcz%V'(t)

3. End circuito de lafiguraque sigue hay un voltaje de entrada V(1) ..
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Mostrar que la ecuacion que verifica el potencia en el capacitor es
" 1 R\, ., 2 1
Ve +(E + E)VC + EVC: EV(U
y que laecuacién que verificala corriente en labobina es

1 R\: v,k 2. 1 1y
i +(E+E)'L +E'L_—RLC V(t)+LV L]

4. ¢ Paraqué valores de la constante k son estables las ecuaciones siguientes ?
a) X"+2kx"+2x +3Kk2x=f(t)
b) X"+ Kk+2x"+3 x'+k>x= ()
0 X"+x"+k2x'+kx=f(t)
d xXP+11x®+6x2 +k+6)x'+kx Rta: (0O<k<5)
En cada caso, €elegir unaconstante k para que sea estable y graficar una base de soluciones.

X'=4x-y

V= 2X+y y encontrar lasolucion queen t=0 estaen (1, -2).

5. Resolver € sistema {

6. Sea X'= 12
’ _(32

)X + B(t) . Encontrar la solucién general para cada B(t) dado por

(330 (e

-1 2
7. Hallar la solucién general de X' = (

1
at
5 _l)x+(o)e paracadavalor de a .

8. a) Resolver los sistemas homogéneos X'= AX paralasmatrices A dadas a continuacion:
-3 2\ (4 -2\ (5 4\ (4 -3\ (-4 -1\ (-3 1\ (-4 2
(1 —1)’(5 2)’(—1 1)’(1 —4)’( 1 —2)’(—1 —1)’(2 —1)
b) Graficar las Orbitas y describir las trayectorias de cada sistemade la parte a) .

9. En d circuito siguiente considere como incognitas la corriente en labobina i, y el potencial en el
capacitor vc. Hallar el sistema que satisfacen.
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@ -

Resolverlo para los datos que siguen.
g L=1H,C=3F, R= 20, V{)=e2'V
b) L=1H, C=1F, R=1Q, V()=1V
9 L=1H, C=1F, R= 30, V(h=e¢"

10.a) Ené circuito delafigura, sea i, lacorriente en laprimerabobinae i, la corriente en la segunda,
1

ambas de izquierdaaderecha, y « = o

Probar que satisfacen el sistema de segundo orden

{il":—ai1+ai2
i2":ai1—2ai2

Escribirlo como un sistema 4 x 4 de primer orden y probar que es inestable.
Ademéspara CL=1 resolverlos i1(0)=0, i;'(0)=1, i,(00=1, i,'(0)=0.
Considere €l sistemadibujado esqueméticamente de dos masasiguales m, = mp, y dosresortes iguales

b)
ki = ko =k, que se mueven horizontalmente sin friccion.
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Si @ =k/m mostrar quelas posiciones x; Y X, delas masas respecto de su posicion de equilibrio
verifican e sistema

{X]_HI—ZQ'X1+Q’X2
Xo"=aXy— aXo

Si hacemos el cambio x; > i, ¥ X —» iy Seveque verifican €l mismo sistema que el
circuito anterior y por ello se considera un andlogo mecénico del circuito.

11. Considere e circuito de lafigura cuyaentrada es la corriente I(t) .
Sean i lacorriente en labobinay vc ladiferencia de potencia en el capacitor.

I

@

a) Probar que, con orientaciones convenientes de las corrientes, se satisface el siguiente sistema:

(\I/::):[__E EJ(L;)+[§]I(t)

Probar que es internamente estable.
b) Resolverlopara R=4Q,L=4H ,C=1F e I(t)=1A, s iniciamente estainactivo.

12. a) Encontrar lasolucion general de X '= AX paralassiguientes matrices A

2 0 3 -1 1 1 202 11 3
0-14|;(0 -1 0}[;]030]|;|2 2 -3
0 0 2 0 0 -2 014 -21 6

y en cada caso determinar lasolucion queen t=0 seencuentraen (1, 0, 1).
L as dos primeros son triangul ares superiores y se pueden resolver directamente o por autovectores.
El tercero también se puede resolver directamente o por autovectores.

1

b) Resolver |os sistemas no homogéneos X '= AX +| 0 |e ~! paracada A dadaen a).
1

13. Averiguar para qué valores de laconstante k e sistema X '= AX esinternamente establesi A es

0510y (-1 0 1) (k -21y(k 1 2y(-1 1 -1\(0 -k 0
1 ko||k -3 -«k||1-ko|]|-1120flo -1 k[|]-2-1-1
1 1kJlo k 2){2 0 k)Jlko-xk)Jl1 2 —2)Jl0o -3 k
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14. Sean iy, i € i3 lascorrientes en las resistencias, orientadas de izquierda a derecha.
a) Encontrar las ecuaciones que satisfacen y demostrar que €l circuito es internamente estable.
b) Para R=1Q, C=05y V(t)=1V encontrar lasolucién si hay reposo inicial.

15. En €l circuito de lafiguralaentrada es el potencia V(t) y lasaidaeslacaidade potencia en laresistencia

&) il

a) Laecuacion que satisfacelasalida y=vgr=Vvc es vc"+ évc# %v: %V(t)

. L 1 .z . .
b) S suponemosque R=_[ = = —— entonceslafuncion de transferencia verifica
) Si sup q J© Y=

y ArgH(w) = (L;

()2 e

Graficar |H(iw)| paralosvaloresde wp=05, 1, 2
Concluir que se trata de un filtro de paso bajo para frecuencias entre — wg y wy -

|H(iw)| =

16) Enéd circuito de lafigurasea i_ lacorriente que circula en sentido horario por labobinay vc ladiferencia de
potencial en el capacitor.
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a) Probar que € sistema que satisfacen es
1

R,
(iL'): -T T (iL)+( ‘1’ ]V(t)
ve' _% 1 [\wve RC

R, C
y que es internamente estable.

b) Resolverlopara R; = %Q, R, = %ﬂ ,L= % H,C=1F y ut)=e™ s inicialmente no hay

corrientes y esta descargado €l capacitor.

¢) Considere como salida la caida de potencial en la segundaresistenciay determine su ecuacion.
17. Molécula Triatdmicalineal

Se tiene una molécula triatémica lineal formada por dos &omosde igual masa my otro de masa mayor

M situada entre ambas y unidas por fuerzas tipo "resortes’ de constante Kk . .
El movimiento se considera en larecta de las moléculas y |os desplazamientos lineales x; de cada masa

se consideran respecto de su posicion de equilibrio.

3=

a) Mostrar que las posiciones relativas verifican X"

o ==
3= §|¥ 3=

!
31~ 2= ©
X

b) Comprobar que la solucion general es

1 1 -1
XM=c[1l]|+c 1 t+{C3COS /% t+c4 Sen /% t} 0 +{c5cos I% t+

1 1 1
1
k(2m+M) 2m
1

c)Para k=12, m=2, M =6 cacular el modo general de movimientoy luego particularizar paralas

2 0
condicionesinicidless X(0)=| -1 |, X' (0 =|0].
0 0

18. Considere e circuito de lafigura.
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1
:

a) Hallar el sistema que satisfacen las corrientes en las bobinas i; y i, y €l potencial en el capacitor vc.
b) Probar que es estable internamente.
c)Para V(t)=0, R=6Q, Ly=1H, L,=10H, C= 1—10 F hallar la solucién parareposo inicial.

d) Para V(1) =0, R=gﬂ, L1=%H, L,=1H , C=2F, hallarla solucion parareposoinicial.

19. Considere  circuito de lafigura

a) Hallar el sistema que satisfacen las corrientes iy y i enlasbobinasy el potencilaen el capacitor vc.
b) Probar que esinestable internamente.
c) SeaR=1Q, L1j=L,=1H, C=1F.
Probar que para el potencial de entrada V(t) = 1 volt las corrientes en las bobinas son no acotadas.
d) Probar quelasalida v satisface laecuacion de segundo or den estable

" 1 '
+ RCVC +

1(1 1
Vc =

1 1 .
c L—1+L—2)VC—L2—CV(U+ EV t)

UsodePC

1. Resolver laecuacion diferencial x® + 2x@ + 2x® + x= 2! con reposoinicial.
Es estable y como la entrada decae a cero, la solucién se desvanece.
Primer método. Buscamos la solucion general .

Solve[r3+2r2+2r+l== ,r]7/N

{{r - -1.}, {r »-0.5-0.8660251}, {r > -0.5+0.8660251}}

Luego lasolucion de lahomogéneaes ¢; et + (C, c0s0.87t + 3 5en 0.871) ¢ 05t
Buscamos una particular de lano homogéneadelaforma (a+bt)e™.
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X[t_1:=(a+bt) e™
(X""U[t]+2x' [t]+2Xx' [t]+x[t])e //Sinplify
b

Luegotomamos a=0, b=2 yqueda X,(t)=2te™" como solucién particular.
Lasolucion general es

Cre '+ (c,c0s0.87t + c35en0.871) ¢ 05t + 2t et

Imponemos|as condiciones de reposo inicial.

Y[t _1:=cre’ + (cC0os[0.87t]+¢c3Sin[0.87t]) e %% +2¢t et
Solve[{y'' [0] =0, y'[0] =0, y[0] =0}, {C1, C2, C3}]

{{c1 > 1.98629, cp > -1.98629, c3 > -1.1573}}

La solucion es aproximadamente

1.99¢7' +(-1.99¢c0s0.87t - 1.16en 0.871) e 05! + 2t et
y su gréficaes:

gl=Plot[1.99e" +(-1.99Cos[0.87t]-1.16Sin[0.87t]) e®®' +2t e, {t, 0, 20}];

0.4

0.3}

5 N— 10 15 20

Segundo método. La resolvemos usando los métodos numéricos del programayy la graficamos. Luego
superponemos ambas gréficas. Ademés damos una tabla de valores de la solucion.

Clear [Xx, t];

sol = NDSolve [{x""" [t]+2x""[t]+2Xx' [t]+x[t]=2e™, x''[0] =0, x' [0] =0,
x[0] =0}, x, {t, 0, 20}];

g2 = Pl ot [Evaluate[x[t] /. sol ], {t, O, 20}71;

0.6}

0.4}

0.3}

0.1F

5 N— 10 15 20
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Show[gl, 9217;

0.6}
0.5}
0.4}
0.3}

0.2}

5 N— 10 15 20

Damos una tabla de valores de la solucion aproximadaen el intervalo 0 - 10
Table[{0.5k, First [x[t] /. sol /.t »-0.5k]1}, {k, 0, 20}] // Tabl eForm

0 -6.65601 x103%

0.5 0. 0284029
1. 0.152117
1.5 0. 336636
2. 0.510863
2.5 0.621314
3. 0. 647006
3.5 0. 595076
4. 0. 489402
4.5 0. 359091
5. 0. 230036
5.5 0.120365
6. 0. 0392815
6.5 -0.0117554
7. -0.036692
7.5 -0.0422941
8. -0. 0359484
8.5 -0.0241412
9. -0.0116633
9.5 -0.00142063

10. 0. 00533902

X'=-4Xx-y

2. Resolver y graficar el sistema { y'=2x—y

con x(0)=1, y(0)=0.

Ei gensyst em[( _24 :i )]

{{737 72}1 {{717 l}v {711 2}}}
) -1 -1 . I
Las soluciones son cl( 1 )6_3t +cz( 5 )e‘Zt Imponemoslas condicionesiniciales.

Sol ve[cl (—11) +C (_21) == (é) {c1, Cz}]

{{€1>-2, c2>1}}
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ParanetricPlot [ {2, -2} e' + {-1, 2} e, {t, O, 3}, PlotRange » Al l |;
0.3¢

0.25

0.0}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X'=-X-Yy

3. Resolvery graficar el sistema { V'=2x—y

con x0)=1, y0)=1.

Ei gensyst em[( _21 :i )]

(-7 vz} (= 1) (= 1)

vz V2
-L senvV2t ~L cosV2t
Lassolucionesson et [cl V2 +c| V2 ] Imponemoslas condicionesiniciales.
cosV2 t —senV2t

Sol ve[cl ((1)) +Ca (_01) == (i) {c1, cz}]

{{C]_A)l, 02%71}}
1

V2

-Sin[\/Z_t]}, {t, 0, 10}, PIotRange—»AlI];

Sin[VZ t], Cos[VZ t]}-e {-%@s[w—t],

Par anetri cPl ot [e“ {

Otros gjemplos

DSolve [{x' [t] =3x[t]-4y[t], y'[t]=2x[t]+3y[t], x[0] =0, y[0] =1}, {x[t], y[t]}, t]
(o(320VZ )t _ (32iV2)t

[/

1
, Yy - — (@(
2

{{x(t) - 3-2iV2 )t + @(3+2iﬁ)t)}}

V2
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ParanetricPlot [{x[t], y[t1} /. % {t, O, 2}71;

300¢F
250
200
150
100 ¢

50

i 50 100 15 00 250 300
-50F

DSolve [{x' [t] =3x[t]+ y[t], y'[t]=2x[t]-5y[t], x[0] =0, y[0] =1}, {x[t], y[t]}, t]
~1-3V2 )t _ £(71+3 V2 )t
{{x(t)—>—

6vV2

el

V() > % (36(—1—3\/?)t + 2\/? @(-1-3ﬁ)t + 38(—1+3\5)t _ 2\/; e(-1+3\/?)t)}}

X'=-3x+y

3. Resolvemos numéricamente y graficamos €l sistema { y'=x-2y

con x(0)=1, y0)=0.



110 | Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb

sol = NDSol ve [
{xX"[t] =-3x[t]l+y[t], V' [t]=x[t]-2y[t], x[0] ==1, y[0] =03}, {x, y}, {t, 0, 10}]
ParanetricPl ot [Evaluate[{x[t], Yy[t]1} /. sol], {t, O, 10}1;

{{Xx > InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>], Yy > InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>]}}

0. 15

0.125

0.075
0.05

0. 025

ESTABILIDAD. Esquema de Routh

Sea p(X)=x"+a X"+ ... + a, un polinomioreal ménico.
Queremos determinar cuantas raices tiene, reales o complejas, en €l semiplano Re(z) < 0.
Sea R>1, R>2(|ay|+..... +|ay) entoncespara |z =R

1p@|= 121+ ayzt+ . +a, 2" >|(1+ ezt + . +anz")| 2 1-| 7Y (Jay| + ... . +|an|)zl—%>0

y por lo tanto todas | as raices estédn en € circulo abierto |Z <R.
Supongamos que no tiene raices imaginarias puras.

Una manera geométrica de contar las raices en el semiplano R(2) <0 eshalar lacurvaimagen por p(z) del borde del
semicirculo deradio R que se compone de;

7} orientada positivamente

lasemicircunferencia {Re'?: N E
y ddl didmetrovertical {yi: -R< y<R} orientado haciaarriba

y contar las veces netas que circunvala a origen.

1. Lacurvaimagen delasemiciircunferenciapor p(z = z'(1+ &z +..+a,z ")

n 3zn

recorre, considerando R grande, casi lomismoque 2", unéngulo de - a 5 esdecir, de 7 n radianes

lo cual son 5 circunval aciones positivas alrededor del origen.

2. Laimagedel diametro {iy, —-R< y< R}, cierralacurvaanterior dando, eventualmente, algunas vueltas més

alrededor del origen. Lasemicircunferenciay el diametro se cortan en angulosrectosy por ser conforme la
transformacion dada por p(z) 1o mismo debe ocurrir con lasiméagenes.
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Ejemplo 1

Parael polinomio 22 +27 +z+ 1 se vequelacurvacircunvala positivamente el origen tres veces.
El polinomiotienelastresraices en el semiplano Re(2) < 0.

plz_]:=2z3+2z%+z+1

gl = ParametricPl ot [{Re[p[Z e*°]], Im[p[2 «*°]]}. {6, f 3—"}]
2 2

g2 = ParanetricPlot [{Re[p[2Yy]], ImMp[ay]]}, {Yy, -2, 2}1;

g3 = Show[gl, g2, Pl ot Range -» Al |l ]

NSol ve [z +22%+2 +1 =0, z]
({z > -1.75488}, {z - -0.122561 - 0. 744862 i}, {z - -0.122561 + 0. 744862 i}}

Ejemplo 2

Para el polinomio Z2 + 2 + z+ 2 se veque lacurvacircunvala positivamente una sola vez el origen.
El polinomiotiene unasolaraiz en el semiplano Re(z) <0

plz_]1:=23+2%+2+2

Par ametri cPl ot [{Re[p[Z e*®]], Im[p[2 e*°]]}. {ev ; 32_”}]

g2 = ParanmetricPlot [{Re[p[1y]], IMmp[iy]l]}, {Yy, -2, 2}];
g3 = Show[gl, g2, Pl ot Range -» Al |l ]

gl
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NSoIve[z3+22+z+2==0, z]
[{z > -1.35321}, {z -0.176605 - 1.20282 i}, {z - 0.176605 + 1. 20282 i}}

Esquema de Routh

El esquema de Routh es un procedi miento algebraico que permite contar el nimero de circunval aciones
netas de una curva alrededor del origen. Para describirlo consideremos

iMpiy) = (Y -y P ra Y+ —i(a Yyt —agy" B ras YO+ )
y sean
Po(Y) =Y —ay"P+ay"t+.. Y puy)=a; Yl —agy" 3+ as Y5+ ...

Para —-co<y<+oo lascurvas p(iy) y im"p(iy) = po(y) — i pi(y) sonunarotadadelaotra

y por lo tanto van en el mismo sentido. La curva que usaremos y = (po(y), p1(y)) quees

simétrica de la anterior va en sentido contrario. Luego la cantidad de veces quelacurva y circunvaa
el origen es el negativo delasvecesque p(i y) locircunvaa

El esqguemade Routh es el siguiente:

Dividimos po(y) por pi(y) y consideramosel resto —pa(y)
Po(Y) = au(y) P1(Y) — P2(y)

Dividimos pi(y) por pa(y) y consideramosel resto —ps(y) :
P1(Y) = Gz(y) p2(y) — pa(y)

Asi continuamos hasta obtener un dltimo resto no nulo p(y):
Pr-2(Y) = Gr-1(Y) Pr-1(¥Y) — pr(y)
Pr-1(y) = ar (Y) Pr(Y)

Naturalmente r < n. Observe el signo que precede alos restos que es muy importante.

Claramente p;(y) esel maximo comun divisor de po(y) Y pi(y) Y como hemos supuesto que
p(2) notieneraicesimaginariaspuras, po(y) ¥ pi(y) notienenraiz real en comun, y entonces
pr(y) no tieneraices reales y conserva el signo en todalarecta.

De lamismamanera se ve que dos sucesivos pi(y) , pi+1(y) no pueden tener unaraiz real comin.

Consideremosla sucesién ordenada de polinomios s(y) = {po(Y), P1(Y), P2(Y), - Pr(Y)}

y sea W(y) lacantidad de variaciones de signo en esa sucesion ignorando los ceros si los hubiere.
Por gemplo, enlasucesion {-1, 2, 3,0, 0, -2, 1, 1, 4} hay 3 variaciones de signo:
en-1,2;en 3, -2y en -2,4.

Demostraremos que W(y) puede variar Unicamente en los ceros reales de po(y), que esdonde y

cortaal gjevertica, y que o — LW

> > es el nimero deraices en el semiplano Re(2) < 0.

Antes de hacer las demostraciones veamos algunos ejempl os.
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Ejemplo 1

Paa p2=2+Z-z-1 sy)={y*-1 y*+vy, y¥?+1}
Loscerosredesde po(y) son +1y

W—oo)=W(Y)=2 s y<-1, wy)=1s8 —-1<y=<l, WHoo)=WY)=0 s 1<y

n W(+00) —W(—0c0)

2 2 =3

Calculando se ve que hay tresraices en el semiplano Re(z) < 0
NSol ve [z% +2% -2z -1, Z]

({z>-1.}, {z>-0.5-0.8660251}, {z > -0.5+0.8660251i}, {z >1.})

Mostramosla curva.
plz_]1:=2z%*+2%-2-1

gl = ParanetricPl ot [{Re[p[z e*®]], Im[p[2 e*°]]}. {6, g 32_7r}]

g2 = ParanmetricPlot [{Re[p[1Yy]], IMmp[iy]]}, {Yy, -2, 2}];
Show[gl, g2, PlotRange » Al | ]

Ejemplo 2

Paa p2=22+Z+z+2 e sy)={y’-y, y*-2 -y, 2}
y po(y)=Yy(y>-1) tieneraicesrealesen 0, +1.

wy=1s y=-1 wy) =2 s -1<y<0
wy)=1s O=sy=l wy) =238 1<y

n W(+00) =W(=0c0)
2 2 =1

Calculamos y comprobamos que hay una solaraiz en el semiplano Re(z) < 0.

NSol ve [z3 + 2% +Z + 2, Z]

({z > -1.35321}, {z »0.176605 - 1.20282 i}, {z > 0. 176605 + 1.20282 i}}

Mostramosla curva
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plz_]:=2z3+2%+72+2
3

gl = Parametri cPl ot [{Re[p[Z e*°]], Im[p[2 «*°]]}. {6, g 7}]

g2 = ParanetricPlot [{Re[p[2Yy]], IMp[ay]]}, {Yy, -2, 2}1;
Show[gl, g2, PlotRange » Al | ]

Demostracion
Veremos cOmo w(y) permite contar las veces quelacurva y atraviesae ee vertical y en qué direccién

lo cual nosindicalas veces netas que circunvala a origen.

1) w(y) esconstante en cadaintervalo en que no hay ceros reales de po(y) . En efecto:
- s enunintervalo no hay cerosdeningln pi(y) entoncesclaramente W(y) esconstante en eseintervalo.
- sihayuncero yp deagunos pi(y) con 1<i=<r entonces pi_i(Yo) Y Pi:1(Yo) seginlovisto
son no nulos'y tiene signos distintos pues pi-1(Yo) = Gi(Yo) Pi(Yo) — Pi+1(Yo) Luego
signode pi-1(Yo-) = signode pi_1(Yo) = signode pi-1(Yo*)
signode pi;1(Yo) = signode pi.1(Yo) = signode pi+1(Yo®)
y entonceslastres sucesiones pi-1(Yo ) , Pi(Yo ), Pi+1(Yo)
Pi-1(Yo) » Pi(Yo) ; Pi+1(Yo)
Pi-1(Yo™) , Pi(Yo®) » Pi+a(Yo®)
presentan una sola variacion de signo cada una. Ello pruebaque wW(yo™) , W(Yo) , W(Yo") soniguales.

Luegola w(y) puede cambiar Gnicamente en loscerosde po(y).
2)S yp esuncerode po(y) lacurva y cortaa e vertical en (0, pi(Yo))-

a) S pu(Yo) >0 puedeser a;) po(Yo ) <0< po(Yo®) ) Po(Yo*) <0< po(Yo~)
ag) po(Yo) >0, po(yo™) >0 as) Po(Yo ) <0, po(Yo*) <0
Enel caso a;) lacurva y vade cuadrante 2 a cuadrante 1 atravesando el semigje vertical positivo

como {S(yO):{_’ *o w(y) disminuyeen 1 al pasarde Yo~ a Vo©
y S (h by WY y p Yoo a Yo

Enel caso ay) lacurva y vadel cuadrante 1 al cuadrante 2 atravesando el semigje vertical positivo
como {s(yo):{+, e w(y) aumentaen 1 d pasarde Yo~ a Vo©
y S(Yo*) = {= +, .} Yy p Yo Yo

Enloscasos azy a4 lacurva y tocaperono atraviesael gje vertica
y W(y) nocambia al pasarde yp,~ a Yo
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Representamos gréficamente estos 4 casos.

g = ParanetricPlot [{{x, 0}, {0, x}}, {x, -1, 1}, Axes - Fal se];
GaphicsGid[{{g, 9, 9. 9}}]

s S

ag ay

]

b) S pi(yo) <0 puedeser by) po(Yo ) <0< po(Yo™) b2) po(Yo*) <0< po(Yo™)
b3) Po(Yo™) >0, po(yo™) >0 ba) Po(Yo ) <0, po(yo™) <0

Enel caso b;) lacurva y vadel cuadrante 3 al cuadrante 4 atravesando el semiegje vertical negativo
S(YO_) = {_i ] }

W aumentaen 1 a pasar de yp~ a +
sy ==+ 4 Y pasT e Yor & o

y como {

Enel caso by) lacurva y vade cuadrante 4 a cuadrante 3 atravesando €l semigje vertical negativo
S(yo_) = {+1 ] --}

W disminuyeen 1 d pasarde yo~ a +
S(Yo*) = = =, .} (y) y p Yo Yo

y como {

Enloscasos bsy by lacurva y noatraviesael ge vertical
y W(y) nocambia al pasarde yp,~ a Yo

g = ParanmetricPl ot [{{x, 0}, {0, x}}, {Xx, -1, 1}, Axes - Fal se];
GaphicsGid[{{g, 9, 9, g}}]

Luego los casos de interés son ay, ap, by , by:

v en a Yy b, circunvalapositivamentey w(y) disminuyeen 1 en cadauno
v en ap y by circunvalanegativativamentey w(y) aumentaen 1 en cada uno

Si y>0 esgrande w(y) esconstanteeigual a W(+oo) Y W(—Y) esconstanteeigual a W(—oo).
W (+00) — W(—00)
2
n W (+00) — W(—00)
R
por p(z) rodeaa origeny por lotanto eslacantidad deraicesde p(z) en el semiplano Re(z) < 0.

Luego el nimero es lacantidad neta de veces que y rodeaal origen.

Por lo tanto es la cantidad de veces que la curvaimagen del semicirculo
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_ W(+00) —W(-c0) _

2 n
2 2

Luego todas las raices estan en €l semiplano Re(2) <0 s

o equivalentemente  W(+o0) — W(—oc0) = —nN.

Estosignificaque s(y) ={po(y), pPi(Y), P2(Y), ... pr(y)} debeperder n cambiosdesigno
alirdesde y=-co hasta y=+co

Elloesposibles hay n cambiosdesignoen —« ylospierdetodosal llegar a + oo
Osea r=ny s-oc0)=(-D"{+, -, +,—, ..} tiene n cambiosde signo: W(—co) =n
Yy S+o0)={+, +, *, ceeeeenwey +} NOtiene cambiosdesigno: W(+oo) =0

Pero ello equivale a que los coeficientes principales de los pi(y) sean mayores que cero.
Estas son las condiciones de Routh.

Condiciones de Routh

Todas las raices tienen parte real negativasi y solo si los coeficientes principal es de los polinomios
del esquemade Rout {po(y), p1(Y), .., pr(Y)} SON mayoresque cero.

W (+00) — W(—00)

En general, mide la cantidad neta de vecesque y rodeael origen.

n_ W (+00) — W(—00)
2
p(z2) rodeaal origeny por lotanto eslacantidad de raices de p(z) en el semiplano Re(2) <0.

Por lo tanto es la cantidad de veces que la curvaimagen del semicirculo por

Parapolinomiosdegrado3 p(y)=yl+a1 Y’ +a y+az setiene
Y=Y~y my=ay-a ; pY=(2-2)y ; my=2
y las condicionesde Routhson a; >0, (az - :—3) >0, a3>0 quesonequivaentesa

a3>0, a>0a>0, agay,>az

Parapolinomiosdegrado4 p(y)=y*+a Y +a Y’ +azy+as setiene
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i piy) = (v -2 Y2 +a) - i(ay’ - aY)

oY) =Y -2y +a ;s Py =ay -asy i Py =(a-2)y2-a ; ps(y)=(as—(;1i‘;)

Za1

)y 7 Pa(y) =24

A 3y

a
S ;)

y las condicionesde Routhson  a; >0, (az - :—3) >0, [a3 - ] >0, a4 >0 quesonequivaentesa
1

a;>0, a,>083>0,a,>0, agapa; —az?>a%ay

Ejemplo 1
Estudiamos el polinomiodegrado 5 x> +5x* + 103+ 11x% + 7x+k
a) Construimos el esquema de Routh.

Clear [k]; p[x_]1:=x2+5x*+10x%+11x%>+7x +k
aSp[iy] // Expand

~ik+7y+11iy?-10y3-5iy4+yS

pO[y 1:=y%-10y3+7y

plly_]1:=5y*-11y?+k
p2[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pO[y], pl[y]l, VY]
p3[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pl[y], p2[y]l, VY]
p4[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [p2[y], p3[y]l, VY]
p5[y_1 : = -Pol ynom al Remai nder [p3[y], p4[y]l, V]
{pOLy1, p1lyl, p2[yl, p3[yl, p4lyl. PSIyI1}
k 39y3
{7y-10y3+y5, k-11y2+5y4 —(7——]y+ L
5 5
254 5k k 39k
_k - [, [ 4447] GO P Y, k}
39 39 5 g (2ﬂ ﬁ)
39 39
Reduce[
k 39k 254 5k k 39k
{7————>0, —k—[————] >0, -[-7+ —+ ———— | >0, k>0}, k] // N
5 5(25_4 ﬂ) 39 39 5 5(2ﬁ+ﬂ)
39 39 39 39

0. <k <5.46299

Luego esestable para 0 < k < 5.46299 ...

Luego esestable para 0 < k < 5.46299 ...

b) Si no deseamos ver resultados intermedios hacemos el siguiente algoritmo.
Sélo ingresamos el polinomioy el algoritmo hace €l resto y nos da el resultado.



118 | Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb

PIX_]:=x2+5x*+10x%+11x%2+7x +k
PO[y_1 : = Conpl exExpand [I m[p[iy]]]

plly_] : = Conpl exExpand [Re[p[iYy]]]

p2[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pO[y], pl[y], Y]
p3[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pl[y], p2[y]l, VY]
p4[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [p2[y], p3[y]l, V]
p5[y ] : = -Pol ynom al Renai nder [p3[y], p4[y]l, Y]

= {pO[y], P1lyl. p2[yl, p3[yl, p4Lyl., P5IYl};
W_Table[Ooeff|C|ent [s[[il1], Yy, 6-i1>0, {i, 1, 6}1;
Reduce[w] // N

0. <k <5.46299

Para estar més seguros de la bondad del resultado podemos ponerlo a prueba.

k=5 p[x_1:=x2+5x%+10x3+11x?+7x +k; NSolve[p[x] =0, x]

{{X - -2.37339}, {x > -1.28186 —1.10809 i}, {x —» —1.28186 + 1. 10809 i},
(X - -0.0314425 - 0. 856028 i}, {X - -0.0314425 + 0. 856028 i}}

k=6 p[x_]:=x>+5x*+10x%+11x%+7x +k; NSolve[p[x] =0, X]

{{x > -2.43359}, {x > -1.31555-1.18684 1}, {x - -1.31555 +1.18684 1},
{x - 0.0323485 - 0.885622 i}, {x » 0.0323485 + 0. 885622 i}}

¢) Criterio de Hurwitz. Asociamosal polinomio monico degrado n unamatriz nxn dela siguiente manera

a ag
1 a
pX) =X"+a X" 1+ . +a, - 0 a; ag
1 &

s
ay

o
L2y EEL

Entonces €l criterio de Hurwitz establece que todas las raices del polinomio tienen parte real negativasi y solo
si los menores principales de la matriz son mayores que cero:

a 4 as a a3 a5 ay
1 3
a; & 1 a a4 &
a; >0, det 1= >0,det | 1 a a4 (>0, det 2 >0, ....
1 ap 0 a; a3 a5
0 a; a3
0 1 a a
Lademostracion de este criterio estd més alladel curso.
Parael polinomio x®+5x*+10x3 +11x%2 + 7x+ k setiene
511 k 0 O
5 11 5 11 k iiésg 110 7 0 O
{Det[( )],Det[1107 ],Det[ ],Det[osllko]}
1 10 0 5 11 k
0 5 11 0 1 10 7 0 1 10 7 O
0 0 5 11 k

{39, 254 + 5k, 1778 - 320 k - k?, 1778 k - 320 k27k3}



Estudiamos el polinomio de grado 5

Unidad 1 modificada nb-sept2014.nb | 119

Reduce[{254 +5k > 0, 1778 -320 k -k* >0, 1778 k - 320 k? -k® > 0}, k] // N

0. <k <5.46299

Ejemplo 2

x5+5x4+kx3+4x2+3x+%

a) Mediante el esquema de Routh

1
Clear [K]; pIx_]1:=x>+5x*+kx3+4x%2+3x + —

2
i®pliy] // Expand

1
—E+3y+4jy2—ky3—5j1y4+y5

POLy_1:=y°-ky®+3y

1
Plly_1:=5y*-4y*+—

2
p2[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pO[y], pl[y]l, V]
p3[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [pl[y], p2[y]l, V]
p4[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [p2[y], p3[y]l, V]
p5[y_] : = -Pol ynom al Remai nder [p3[y], p4[y]l, V]

s = {pO[y]l, pllyl, p2lyl, p3Lyl, p4lyl, pSIyl};
w = Tabl e[Coefficient [S[[i]], Yy, 6-i1>0, {i, 1, 6}1;
Reduce[w] // N

5.29648 < k < 19. 5035

b) Usando los menores de la matriz de Hurwitz asociada a polinomio

1
54 10
1 2
5 4 L 24320 1k30
5 4 2 1k 30 1
{Det[(lk)],Det[lkg],Det[054£],Det[0545
05 4 2 01k 3
01 ks 005 4
177 5 k2 1033 5 k2
{_4+5k,_ 120k, - . SN +31k_—}
8 4
177 1033 5 k2 1033
Reduce[{-4+5k>o,- +20Kk >0, - +62k—T>0,—

5.29648 < k < 19. 5035

NP O O O O

+31k—54—k2>0}, k] // N



